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Vorwort. 



Die hier yeröffentliuhten „Vorlesungen über elliptisehc Functionen" 
bilden einen Tbeil der Vorlesungen, die Riemann (unter dem Titel; 
Ueber Fimctionon einer veränderliehen complesen Grösse, inabesondere 
elliptisclie und Abel'sehe) zweimal, in verschiedener Form, zuei'st im 
Winter 1855/6 und Sommer 1856, dann im Winter 1861/2 und 
Sommer 1862 gehalten hat. In beiden Vorlesungen bildet der Absebnifcfc 
über elliptische Functionen ein selbständiges Ganzes, wenn er auch 
zunächst als Beispiel zu der Theorie der Abel'schen Functionen auftritt. 

Die Eigen thömlichkeiten der Eiemann'seben Behandlung liegen 
einmal in der ausgiebigen Verwendung geometrischer Vorstellungen, 
weiche die wesenthehen Eigenschaften der elliptischen Functionen 
plastisch hervorheben und zugleich unmittelbar Äufachluss geben über 
die Fundamentalwerthe und die RealitätsTerhältnisse der Functionen 
und Integrale, die besondere auch für die Anwendungen wichtig sind; 
dann aber in der synthetischen Behandlung der analytischen Probleme, 
welche den Ausdi-uck für die Functionen und Integrale Eillein auf 
Grund ihrer charakteristischen Eigenschaften unmittelbar und fast ohne 
Rechnung aus den gegebenen Elementen aufbaut und dadiirch einen 
allseitigen Einblick in die Natur der Probleme und die* Verschiedeu- 
artigkeit ihrer Lösung gewährt. Durch diese Eigenschaften bildet die 
Riemann'sche Vorlesung eine wichtige Ergänzung zu der rein analy- 
tischen Behandlungs weise, wie sie im Änschluss an die Theorie von 
Weierstraas neuerdings faat ausschliesslich gepüegt wird; sie bildet 
andrerseits die beste Vorbereitung zum Studium von Eiemann'a Theorie 
der Abel'schen Functionen, da in ihr bereits alle Fragen dieser ver- 
allgemeinerten Theorie in einfachster Form auffa-eteu. 

Eine gesonderte Veröffentlichung von Etiemann's Vorlesungen über 
elliptische Functionen schien mir schon lange wünschenswerth und ich 
habe daher, einer Anregung von befreundeter Seite folgend, gern die 
Herausgabe übernommen. Dabei wurde der R-iemann'sche Text nach 
Form und Inhalt möglichst unverändert beibehalten und nur kleinere, 
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IV Vorwort. 

an den betr. Stellen angegebene Aenderungen in der Bezeichnung und 
Anordnimg getroffen, die theils den Druck, theils die üebersicht, theils 
. auch die VergleiehuEg mit anderen Darabellungen erleichteni solleu. 
Die Eintheilung in Abschnitte und Paragraphen ist hinzugefügt. 

Waa die einzelnen Theile betrifft, so habe ich die Vorlesung ans 
dem Winter 1861/2 in Abschnitt I — IV vorangeatellt. Abschnitt I 
bildet eine Art EinleituBg und enthält die allgemeinen Sätze von 
LionviUe über doppelt periodische Functionen. Den 'wesentlichsten 
Bestandtheil des Ganzen bilden die Abschnitte 11— IV. Sie geben (un- 
abhängig von I) eine zusammenhängende und ausführlichere Behand- 
lung der elliptischen Functionen, die Torzngsweise auf Riemann' sehen 
Methoden beruht und die wichtigsten, elementaren Theile der Theorie, 
wie sie von Abel und Jacobi geschaffen wm-de, umfasst. In Abschnitt V 
endlieh folgt aus dem Winter 1855/6 ein kurzer Abriss der Theorie 
der elliptischen Functionen, der, von den Thetafunetionen ausgehend, 
einige der wichtigsten Formeln entwickelt. Bekanntlich hat Jacobi in 
einer Vorlesung aus dem Jahr 1838 '^) ebenfalls eine Theorie der ellip- 
tischen Functionen, die von den Thetafunetionen ausgeht, gegeben. 
AUem Anschein nach hat Eiemann diese Jacobi'aehe Vorlesung nicht 
naher gekannt^). Seine Behandlung ist weniger vollständig und ein- 
heitlich als die Jafiobi'sehe. Trotzdem bietet sie manches Besondere, 
so z. B. die Bestimmung der Thetafunetionen für den Nullwerth des 
Arguments, welche zeigt, wie Hiemann sich die Durchführung der 
analogen Aufgabe in der Theorie der Abel'schen Functionen (Ges. W., 
1. A,, S, 131) gedacht hat. Weggelassen wurde in Abschnitt V zwischen 
§ 19 und 20 ein Formelsystem, das die Herleitung des Additionatheorems 
der Thetafunetionen nach Jacobi enthalt. Diese Formeln stehen in 
keinem Zusammenhang mit dem übrigen Text und sind von Riemann 
wortlich den §§ 3 und 4 (Formel 13—22) und § 7 (Formel 51—55) 
der bekannten Preisschrift von Rosenhain entlehnt^). 

Die Manuscripte, die mir bei der Herausgabe der Riemann'schen 
Voi-lesung zur Verfügung standen, waren für die Abschnitte I— IV eine 
Nachschrift und sorgfältige Ausarbeitung der Wintervorlesung 1861/2 
von K. Hattendorf (die auch im Wesentlichen der ersten Hälfte einer Aus- 
arbeitung derselben Vorlesung in autographirter Form von Herrn F. Prym 



1) Ausgearlieitet von Borcliardt Tind veyöffenüioht 1881 von Weieratrass 
(Jacobi, des. W., I, S. 499—538 nnd Anm. S. 545). 

2) Diese Vermuthimg wird von Herrn R. Dedekind getheilt (vgl. S. 59 Anm.). 

3) Eosenhain, üetiei' die Functionen zweier Variabehi mit vier Perioden. 
M6m. des savants, Bd. IX, 1861, oder Ostwald's Klassiker, Heftes, lirsgeg. von 
H, Weber, übers, von A, Witting. 
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zu Grunde liegt)'); ferner für den Abschnitt V eine Nachschrift der 
Wintervorlesung 1855/6 von E. Schering. Äusserciem wurde eine Anzahl 
loser Blätter durchgesehen, auf denea Riemann sich Inirze Notizen für 
die Vorlesung gemacht hatte. Für die zeitweise Ueherlassung dieser 
Manuscripte spreche ich der Xgl. Ges. der Wissenschaften in Giöttingen 
und der Verwaltung der Götfcinger Universitätsbibliothek an dieser Stelle 
meinen ergebensten Dank aus. Ebenso gilt mein Dank den Herren P. Klein 
in Göttingen, C. Schilling in Bremen und H. Weber in Strassburg für 
ihre gütige Vermittelung, Endlich bin ich Herrn B. Dedetind in Braun- 
sehweig au besonderem Dank vei'pflichtet, der mir eine etwas kürzere 
Nachschrift der Vorlesung 185Ö/6 zur Verfügung gestellt hat, welche 
die Sehering'sche in einigen Punkten ergänzt. 

Ich habe noch über die Zufügung des zweiten TheUs Rechenschaft 
zu geben. Für Jeden, der mit den allgemeinen Methoden Riemann's 
vertraut ist und die Theorie der elliptischen Functionen von anderer 
Seite her schon einigermassen kennt, hätte es keiner weiteren Zusätze 
bedurft. Dagegen könnte ein Leser, der nur mit den allgemeinen 
Elementen der Fimetionentiieorie bekannt ist, bei dem Studium der 
Riemann'sehen Vorlesung Schwierigkeiten finden, da manche Defini- 
tionen und Sätze aus der Theorie der Abel'schen Functionen als be- 
kannt vorausgesetzt und die Formeln manchmal mehr angedeutet als 
vollständig entwickelt sind. Die Riemann'ache Vorlesung erschien aber 
gerade didaktisch von hohem Werth und zur Einführung in die Theorie 
wohl geeignet, wenn das Fehlende passend ergänzt wurde. In dieser 
Absicht habe ich im zweiten Theil eine Reihe von Zusätzen gegeben, 
die sich eng an den Haupttheil des Textes anschliessen und in Ab- 
schnitt A vorbereitende Sätze im Allgemeinen, in den Abschnitten B, 
C, D Erläuterungen und Ergänzungen bez. zu den Abschnitten II, III, 
IV des Textes enthalten. Ausserdem wurden kürzere Zusätze unmittel- 
bar im Text eingeschaltet; diese sind durch kleineren Druck ausgezeich- 
net. Um die Ueberaicht zu erleichtem sind zu Anfang der Abschnitte II, 
m, IV ebenfalls in kleinerem Druck kurze Angaben über den Inhalt 
dieser Abschnitte gemacht. 

NatürUch konnte bei der Trennung des Textes und der Zusätze 
die Darstellung nicht so einheitlich und übersichtlich werden, wie dies 
bei einer Verarbeitung beider Theile in einander möglich 



1) Dass nooli eine Ausarbeitung von Q. Eocb, der ebenfalls diese Vorlesung 
hörte, existirt, ist nach, einer gütigen Mittheilung von Hetm 0. Schlömilcb in 
Bresden nicht wahi'soheinlich. Eine Nachschrift von B. Minnigerode enthäJt nur 
die Sommervorlesung 1862; es fehlt daher der Abschnitt über die elliptischen 
Functionen. 
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WdiL auch wireß kleinere \'Vi6<loiholun^on nicht zu vermeiden Die 
Foim der Zu&at/e ist möglichst in Riemanns Sinn gehalten ich haffe, 
dass auch die Ausdehnung dei^etben nicht tu grjss beiui den werde. 
Uebei den Ealinien dei ßiemann sehen Voilesung hinaufzugehen schien 
nicht ingezeigt dahei f blt z B eine Lingchendeie BLhindlung der 
Thetafunctunen 

Bei der Bedeutung, welche neben der Jacobi'schen die Weier- 
strass'sche Theorie, die sieh auf die Sigmafunction und ihre Ablei- 
tungen gründet, gewonnen bat, schien es wünschenawcrth, wenigstens 
kurz den Zusammenhang zwischen der Bozeiebnung von Jacohi und 
Weierstrass anzugeben. Wer die Jacobi'ache Theorie beherrscht, wird 
sich auch leicht die Weierstrass'sche zu eigen machen und umgekehrt. 
Die Analogie zwischen beiden Bezeiehnungs weisen tritt am einfachsten 
hervor, wenn man sich die Theorie, von der Weierstrass' sehen Normal- 
form des Integrals erster Gattung ausgehend, nach der Riemann'schen 
Methode entwickelt, wie dies m Abschnitt E angedeutet ist. Dabei 
treten an Stelle der Jacobi'achon Functionen sn^ u, Zu, @h, die Weier- 
atrass'schen Functionen pn, £u, eit, für welche die wichtigsten Formeln 
kurz abgeleitet sind. 

Der Verlagsbuchhandlung bin ich für ihr Entgegenkommen und 
für die Ausstattung des Werkebens zu besonderem Dank verpflichtet. 

Tübingen, Juli 1899. 
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Erster Theil. 
Riemann's Tiieorie der elliptisclien Functionen. 

Erster Absclinitt. 
Die doppelt periodischen Functionen/) 

§ 1. Eigenschaften, der cinw^erthigen, doppelt periodischen Functionen. 

[Ziiaätae.] 

Man kann die wichtigsten Eigenschaften der einwei-thigen, doppelt 
periodischen Functionen, ohne einen analytischen Ausdruck voraus- 
zusetzen, folgendermassen herleiten. 

Eine eindeutige Function der complexen Variabeln v heisst doppelt 
periodisch mit den beiden Perioden k^ und k^, wenn sie den 
Gleichungen genügt 

<,(» + *,)-.p(.), cp(. + t,) = ,f(,) (1) 

oder auch der allgemeinen Gleichung 

(p(v-{- mly -\- nlz^ = 95 (jj), (a) 

in der m uud n beliebige ganze + Zahlen sind. Zwei Werthe v und »j, 
die sich um ganzzahlige Vielfache von \ und k^ uutersclieiden, heissen 
nach den Perioden congruent; man schreibt für 

iJj = u -[- m\ --|- nlv^ kurz v^ ee v. (3) 

Die Function 9 (») hat also denselben "Werth für alle zu v congmenteu 
Grössen. 

Zur geometrischen Deutung der Gleichungen (1) oder (2) 
denke man sich die Variable v dargestellt in einer Ebene, der «-Ebene, 
die im Unendlichen geschlossen ist, wie eine Kugel von unendlich 
grossem Radius. Man wähle alsdann in der «-Ebene einen beliebigen 
Punkt Vf,, construire die Punkte v^-{-\, ^o 4~ ^i *'o + ^ + ^' '^^^' 

1) Dieser AbBchnitt eathält bekannte Sätze von Liouville; vgl. .Toniiial für 
Mathematik Bd. 88, S. 277 ff. 
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2 Erster Absolmitt. 

binde fj, mit Vg -j- Jc^ und «g -)- fc^ durch je eine gerade (oder auch 
krumme) Linie und ziehe zur ersten Linie eine Parallele durch die 
Punkte v^ -\- l\ und v^ ~|- h^ -|- fc^, znr zweiten Linie eine Parallele 
durch die Punkte v^ + \ und Vq-\-\-^\. 
/""'*'' ~ Man erhält so ein erstes Parallelogramm P 
(Fig. 1) und, indem man die Construction von 
den Ecken von P ausgehend wiederholt, ein 
Netz von unendlich vielen Parallelogrammen, 
■^8' '■ welches die ganze ?^Ebene überdeckt. Zu den 

Punkten von P sind nur zwei Seiten au rechnen, etwa die Seiten 
"o? ^0 "4" ''■1 ^^^ ^0! ''o "f* \i ^"^ jedem andern Parallelogramm die homo- 
logen Seiten. 

Ist nun V ein, Punkt im ersten Parallelogiamm P. so enthalt 
jedes weitere Parallelogramm einen congruent hegenden Punkt. Der 
geometrische Sinn der Gleichung (2) ist der, dass jn allen diesen 
Punkten ip{v) denselben Werth hat. Die Function <p[v) ist folghch 
in allen Punkten der jj-Ebeue bekannt, wenn man ihren Werth in 
allen Punkten eines, etwa des ersten Parallelogramms P kennt. Es 
genügt daher, die Function <p{v) auf ihr Verhalten in P zu unter- 
suchen. Hierzu sei folgender Hilfssatz vorausgeschiclit. 

Für die eindeutige, doppelt periodische Function q>{y) 
gilt die Gleichung 

(4) J,,{v),lv = 0, 

wenn das Integral über die ganze Begrenzung von P ge- 
nommen wird. 

Denn um^uft man die Begrenzung von P etwa in positivei- Rich- 
tung, d. h. so dass die Fläche zur Linken liegt, so hat das Integral 
in (4} den Werth 

^^+K jo-l-*i-F*. "»+1^, > 

(5) t (pvdv -{- j (pvdv -\- j q)vdv -^ jrpvdv. 

Nun ist aber wegen der Gleichungen (1) 

j q>vdv= j <pO> -\- l\)dv =^ — f q)vdv 

»0-1-*, X» jo4-*, 

I ipvdp= f (p{v -{- k^) dv =^ — f ^vdv 

und folglich ist die Summe der vier Integrale (5) gleich Null (q. e. d.). 
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g 1. Eigens cbaiten der einwortliigeii, doppelt periodiseten Panctionen. J-i 

Die charakteristiachen Eigenschaften der eindeutigen, 
doppelt periodisclien Function fp{v) sind nun enthalten in fol- 
genden Sätzen. 

(I) Die Function <p(v) muss mindestens in einem Punkte des 
Parallelogramms P unendlich werden. 

Denn wäre ip(v) in P nicht unendlicli, so waie <p{i) wegen der 
Periodiciiät auch in jedem anderen Parallelogiainm und sthliesslich 
auch im Punkte v=^oä nicht unendlich. Dann abei muhste tp (v) nach 
einem bekannten Satze eine Constante sein. Hieraus iolgt zugleich, 
daas g){v) in P auch jeden beliebigen Werth A annehmen muss. Denn 
andernfalls wäre die doppelt periodische Function 1 . {ipv — A) iu P 
nicht unendlich. 

Man sagt ip (v) wird in einem Punkte ■« = ß Null in der w'^" Ord- 
nung oder = 0", wenn für v = a der Ausdruck ^ (v) : (v — d)" einen 
endliehen, von verschiedenen Werth hat und q>(v) wird in einem 
Punkte Ji = ß unendlich in der v^" Ordnung oder = oo^, wenn für 
■0 ^ a der Ausdruck ^{v)(v — a)' endlich und von verschieden ist. 
Wir beschränken uns auf 0- und oo-Punkte 1. Ordnung. Ist « = « ein 
od'- Punkt und lim (v — a) cp(v) = A, so heisst A das zu a gehÖi'ige 

Residuum von fiv).^) 

Kennt man von der Function tpiv) in P die oo^ Punkte %, k^, .., a„, 
und die zugehörigen Residuen A^, A2, , A,„, so ist duich diese Ele- 
mente fp(v) bis auf eine additive Constante vollkommen bestimmt. 

Denn ist ^{v) eine andere Function von u mit denselben Perioden 
fci, h^, denselben 00^ Punkten «3^, . ., a„, m P und denselben Residuen 
j4j, . ., Am., so ist die Differenz f[p) — '/'(c) weder m P noch sonst 
in der »)-Ebene unendlich, d. h. sie ist eine Constante (q. e. d.). . 

Die 2m Elemente a^, . ., k^ und Aj^, . ., A^ sind aber nicht sammt- 
lich willkürlich; es gilt vielmehr der Satz: 

(II) Die m 00^ Punkte K^, . ., ««j von q)(v) in P können beliebig 
gewählt werden* die zugehörigen Residuen A^, . ., An, aber 
sind an die Bedingung gebunden: 

2^-0. (6) 

Beweis. Nach einem bekannten Satze von Cauchy ist 

'^i'x^^i^ Cfp{v)äv, 



1) Riemami fcraiielit den atili [irrenden Ausdruck „Ef'siduum" iiielit. 
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4 Erster Abschnitt. 

das Integral geiioinineii in positiver Richtung Ober die ganze Begren- 
zung von P. 

Das Integral hat aber nach dem ohigeii Ililfssatz den Werth 0. 
Daher ist ^Ai = (q. ß. d.). 

Aus (11) folgt, dass eine doppelt periodische Fvmetion ^(v) in 
P mindestens in zwei Punkten itnendlich wird. 

Man hat ferner den Satz: 

(III) Die Zahl der Punkte, für welche (p{v) in P gleich oc'- 
wird, ist ebenso gross, wie die Zahl der Punkte, für die 
q>(v) in P gleich 0' wird. Diese Zahl heisst die Ordnung 
der doppelt periodischen Function tp(v).^) 

Denn bezeichnet man durch m die Zahl der 0^ Punkte, durch (i 

die Zahl der oo^ Punkte von tp{v) in P, so gilt bekanntlich die 

Gleichung 

(8) 2»(».-rt_Jdlogy(«)-J||3d<., 

das Integral genommen in positiver Richtung über die Begrenzung 
von P. Nun hat aber zugleich mit (p{v) nach (1) auch <p'(y) und 
ebenso (p'(v) : f(v) die Perioden hj und /üj. Daher ist nach dem obigen 
Hilfssatz das Integral (8) gleich und es ist w = (i. 

Aus (III) folgt zugleich, indem man <p(v) — A an Stelle von ip{v) 
setzt, d^a p{v) in P auch jeden anderen Werth Ä m^ji mal annimmt. 
Man kann noch Folgendes hmznfugen. Kennt man von einer Function ipip) 
tler »1*^" Ordnung die 0' Punkte »J, ■ ■, v^ und die oo' Punkte v^, • •, v^, ao iat 
fluroh diese 2 «j Elemente q3(*i) bis auf einen oonstauten Factor voUiommen be- 
stimmt. Denn ist i|t (w) eine andere Function mit denselben Perioden \,lt^, den- 
selben 0' Punkten "J»-*,"«^, und denselben oo' Punkten "^ ,••,",'„ > so ist der 
Quotient ip(v):Tl>(v) weder in P nodi sonst in der -u-Iilbene iiuendlicii; er ist also 
gleicb einer Constamten. 

Die 2™ Elemente "J,'',^^ und 'ol, ■ •■, v^^^ sind indess nicht unabhängig; 
es gilt vielmehr der Sata; 
(IV) Die Summe der Wertbe 4j9 von v, für die qj« == 0' wird, ist con- 

grnent der Summe der "Werthe v/ von v, für die q,{v) =^ ao' wird, 

oder es ist 

(9) ^'''^-^''''''- 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich älinüch wie der von Satz 11 und 111. 
ohne Schwioviglioit aus der Gleiebnng 



1) Auch den abküraenden Ausdruck „Ordnung" gebraucht Eie 
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§ 2. Differentialgleiohmig d. dopp. pci'iod. Fvinui. 2. Orda. Abb. d. Pavallelogv. P, 5 



F"-^)=/^>' 



das Integra genommen n po t ver E htun^ ül er d e B giena ng oa P 

Au (rV) folgt lern man fp ( ) — an Stelle on q; («1 etat da s 
^ =^'!; d h daas le Summe der We fche u ( =1 ) ftu welche qi(i!) 

mea 1 eetmimten Werih annimmt oongi ent ^v aJ o o g ent ne oa 
dem W -th. g na mal hEjigjgen Constanten C ist 

1 n BW te Bewe B hiertui ode fu (IV) t folgende bul le 

P nkt II P altelogramm. P für wel h.e die F inetion <p(v) dens Iben We th z 
m immt st ^"ü me Function von d e enllieh He bt f r all We the on 

1 oder fm alle Punkte der ^-Ebene, auch für den Punkt * = oo , und die, wenn *, in 
der 3-Bbene eine in eich aurnokkehrende Curve durchlaufend, wieder den ursprüng- 
lichen Werth annimmt, sich nur um ganze Vielfache der Perioden k, und k, ändern 

kann. Daher ist ^ '_ eine Function von x, die in der ^-Ebene allenthalben 

(anch in 2 = oo) eindeutig und stetig ist, die also nacli bekannten Sätzen eine Con- 
stantc sein muss; diese Constawte ist aber == 0, da andernfalls _^J'/ nicht endlich 
wäre für g^oo. Daher hat man '^1'..= O (q. e. d.). 



§ 2. Differentialgleichung der doppelt periodisehen Tanction 
2. Ordnung. Abbildung des Parallelogramms P. 
[Zusätae.] 
Die einfachsten doppelt periodisclien Functionen sind die der 2. Ord- 
nung; für sie soll eine Differentialgleichung abgeleitet werden. 

Ist (p(v) von der 2. Ordnung und = oo^ in den beiden nicht 
zusammenfallenden Punkten v/ und v^', ist femer A das Residuum 
von ip (v) im Punkt v^', also (Sata II § 1) — Ä das Residuum im 
Punkt Bj', so wird die Function fp (v) = oo^ 

- . +Ä . , . —A .,, 

m v^ wie —^ — ;; in v^ wie ----—, [\^ 

und folglich die Function fp'iv) = oo^ 

(2) 



, . -A . , . -4-A 

in V^ wie r^— K-^i m «^ wie Tr^rTTj- 

Da die Functiou yX") "^ '^''^^ ^^^ ^^ ^^^ Punkten v^' und v^', so 
ist sie von der 4. Ordnung und besitzt vier O'- Punkte (Satz Hl § 1). 
Um diese zu bestimmen, betrachte man die Function <p(t'i'+*'a' — ^)! 
die ebenfalls die Perioden \ und ft^ hat. Setzt man in (1) «/"FV — ^ 
für V, so folgt, dass 9>(V -{- v^' ^ v) ^ ex'' wird 

in »,' wie —, ; in v,' wie . ■■■ ■-• 
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6 Erster Absotiiitt, 

Hiernach wird rp(vj^-\-v^' — v) in Pin denselben Punkten und in derselben 

Weise imendlich wie tp(v) und es ist daher nach § 1 g){vj^ -\- v^' — v) 

= q>{v) -\- C. Die Constante C aber ist =0, wie die Substitution 

?! = ^ {v^' + v^') zeigt. Man hat daher die Gleiehungen 

(3) ,,« + <-.)-,,(»), f« + V-.)--5,'(«). 

Aus der letzten Gleichung folgt, dass (p'(v)=^0 wird, wenn Vj_'-^i\' — v^v 

oder wenn 

2v^E^Vi' -j- v^ = V+ "/+ ^^1 + ''^'^si 
wo m und n ganze Zahlen sind. Man hat hiemach Tier Fälle: 

1) m und w gerade : v ^= ' "T ' , 

2) m gerade, n ungerade : v ^ ' ' + -^- , 



3) m ungerade, n gerade : 

4) m und n ungerade : 



„ — <+^: 




Von jedem dieser vier Punktsysteme fäUt ein Punkt iu das Parallelo- 
gramm P und die vier Punkte ld P, für die ip (i) = wnd, bilden 
die Ecken cc^, cc^, a^, a^ eines Parallelogramms pf dessen Seiten piiallel 
und halb so gioss sind wie die von 
■'''' F (Fig. 2) Zugleich tolgt an-* (i), 
dass für je zwei Punkte i^ und ig, 
die symmetriscli zu -^(^ -^"a)^^'*! 
liegen, deren Summe also ^Vj^-^v^' 
ist, ip' V entgegengesetzte , (ip vf 
also gleiche Werthe annimmt. Das- 
selbe gilt von zwei Punkten, die 
symmetrisch zu einer der drei anderen Ecken von p liegen. In solchen 
zwei Punkten nimmt nach (3) auch (p{v) gleiche Werthe an; in den 
Ecken von p selber fallen also immer zwei gleiche Werthe von cp(w) 
zusammen. 

Diese Bemerkungen führen zu einer algebraischen Beziehung 
zwischen den beiden doppelt periodischen Functionen (p{ii) = g und 
q,'(v) = -^, also zu einer algebraischen Differentialgleichung 
der Function Z'=(p{v). Denn die Function {(p'vy ist von der 8. Ord- 
nung; sie ist in P gleich oo* je in den Punkten v^' und v^', gleich 0^ 
je in den vier Eckpunkten a^, cc^, cc^, a^ des Parallelogramms p. Be- 
zeichnet man die zu diesen Ecken gehörigen Werthe von s = ^(v) mit 
ßj, «2, ßg, a^, so hat andrerseits die Function s — %-.e^ — a^-s — ^«g-s — a^ 
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§ 2. Diffei'eatialgleioh.iLng d. dopp. period. Funcfc. 2. Ordii. Abb. d. Pavallelogr. P. 7 

dieselben Eigenschaften wie ((p'w)^; sie ist nämlicli in jp gleich co* 
je in den Punkten vi und v^^ (weil in jedem dieser Punkte s =^ oo'^) 
und sie ist gleich 0^ je in den Punkten tt,^, a^, ctg, «^ (weil z. E, in 
» = a^: z — ffj = 0^). Die beiden genannten Functionen können sich 
daher nach § 1 nur um einen constanten Factor G unterscheiden. Man 
bat also eine Gleichung von der Form 

G ■ dz-.d'o = ys — «1 ■ s — ö^ ■ ^ — «s ■ ^ — «4 (4) 



oder 



'h 



_ggg _. ^5^ 



und damit den Satz: 

(I) Eine doppelt periodische Function s=ip())) TOn der 2. Ord- 
nung lässt sieh definiren durch die Differentialgleichung (4) 
oder sie ist die obere Grenze eines Integrals von der Form (5) 
(Integral 1. Gattung). 

Diese Definition kann als Grundlage für die -weitere analy- 
tische Untersuchung doppelt periodischer oder elliptischer 
Functionen dienen. (Vgl. Abschnitt II § 4, wo von dem Integral (5) 
ausgegangen ist.) 

Man gewinnt eine neue geometrische Deutung der ellipti- 
schen Functionen und Integrale, indem man das Parallelogramm P 
der «-Ebene mittels der Gleichung (5) auf die s-Ebene abbildet^). 
Wir sehen dabei f> als Function von s an und setzen v = ^iß)- Be- 
trachtet man zuerst die Function ^' iß), so folgt aus (4), dass zu jedem 
Werth von s zwei Werthe von ^'(s) im Parallelogramm. P gehören. 
Man hat daher über der s-Ebene eine zweiblättrige Fläche auszubreiten. 
In den Punkten z = a^j a^, Oj, «4 dieser Fläche ist ^'{s) = 00^; in 
ihnen ist die Abbildung unähnlich; diese Punkte sind nach (4) Win- 
dungspunkte oder Verzweigungspunkte der Function ip'(z). Zer- 
schneidet man die beiden Blätter in den Linien a^a^ und a^a^ und 
fügt sie so wieder zusammen, dass das untere Blatt rechts von aj^a^(a^a^ 
mit dem oberen Blatt links und das untere Blatt links von «^(^(aj«^) 
mit dem oberen Blatt rechts zusammenhängt, so stellt die so gewonnene 
Fläche T die Verzweigung der Function dv:dz = ■^'(s) dar. Für 
1} = iij' und u == 113' ist ;£ = 00. Zwei unendlich kleine Kreise um v^ 
und v^ in der «-Ebene bilden sich demnach als unendlich grosse Kreise 
in je einem Blatt der FEehe T ab. 



1) Vgl. hierzu die umgekehrte Abbildung der Fläche 2" auf diis Parallclo- 
emn P (U § 6). 
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8 Ei'ätei- Abauimitt, 

Betrachtet man imnmehr die Function « = 1/1(2) selber, so erhalt 
man die Abbildung der Grenzourven des Parallelogramms P der 
«-Ebene. Der Linie von Vf, bis Vf, + \ entspricht eine Curve h in dei^ 
Fläche T, die von einem Punkt Sg etwa im oberen Blatt ausgeht und 
in denselben Punkt 3^ zurückkehrt, wobei sie zwei Verzweigimgsp unkte 
etwa dj und «g umlaufen muss (weil sie kein Stück aus der Fläche T 
hei ausschneiden darf). Der Linie von v^^ -\- Jc^ bis «„ -\- \ -^ \ ^^^~ 
spricht eine Curve a in T, die wieder von z^ ausgeht und dahin zurück- 
kehrt, ohne dazwischen die erste Curve 6 zu schneiden. Die Curve a muss 
also um einen dtr Verzweigungepunkte «j oder «„ , etwa a^ und den einen 
der beiden anderen Verzweigungspunkte <% 
herumgehen und zum Theil im oberen, zum 
Theil im unteren Blatt verlaufen. (Vgl. Fig. 3, 
Die punktirten Wege liegen im unteren Blatt.) 
Der Linie von «y + ^i + ^ bis v^ -j- li^^ ent- 
-'"^ spricht nun (nach (I) § 1) in der Fläche T 

'^'^' die erste Curve h, entgegengesetzt durch- 

laufen, und der Linie von v^ -}- ft^ bis v^ die zweite Curve a, entgegen- 
gesetzt durchlaufen. Wir unterscheiden daher an a sowohl wie h 
einen positiven (-J-) und einen negativen ( — ) Hand. 

Man erkennt nun, dass die Function v = iJ!(d) in jedem Punkt der 
FKlche T einen bestimmten Werth hat und sich stetig ändert mit Aus- 
nahme der beiden Curven a und i. Hier ist das Verhalten der Function 
folgendes. Lässt man s den — Band der Curve h von s^ bis zu g^ zurück 
durchlaufen, derart daas die Fläche T zur Linken hegt, so hat v zu Ende 
einen um k^ grösseren Werth als zu Anfang. Im Punkte Sy hat also v auf 
der -|- Seite der Curve a einen um \ gi'össeren Werth als auf der — Seite 
und dies moss ebenso für alle Punkte der Curve a gelten, dsidv:ds=^t'(^) 
in T allenthalben, auch an der Curve a stetig bleibt. Ebenso findet 
sich, dass die Werthe von v zu beiden Seiten dei Cuive b überall um 
Jc^ verschieden sind. Hiernach sind also die Un^tetigkbiten der Integral- 
fuuction (5) V = ^(^) bestimmt durch die Peiioden A, und ftg der 
doppelt periodischen Function z=^^(i)), welche als die mverse Function 
des Integrals (5) definirt werden kann. 

Man kann aoeh. Folgendes bemerkea. FaUeo. die beiden 00' Punkte v,' 
nad V,' ausaminen, wicd also 3^ip(u) in nur einem Punkt üj' gleich 00' wie 

iTi, 30 ist senau wio früber (p'(D) = 0', wenn 2)jE^2ii,', odei' wenn 

(V — V^y " T V ; . 11 

1^2' '=!-2' ' — 2^2 

Von jedem dieser drei Punktsysteme ffllt wieder ein Punkt in das Parallelo- 
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§ 2. Dißerentialgleichimg d. dopp. poi'iod, Timct, 2. Ordn. Abbild, d. Parallel. P. 9 



granim P; sie bilc 
vierter Eckpunkt 
die den Werthen 
80 folgt für a = q 


len die Ecken a^ , a, 
der Pimkt Vj ist, : 

o(v} eine Differential 

dadurch unteischei 

L gelten folgende 

jiAt = ->l>(v), welch 
angeuMuua«.in< 


, c, eines kleinen Paratlelogr 
in dem tp'(ü) = oo* wird. 1 
itspreohenden Werthe von s 
gleichuEg 


Bezeiohn 
mit «,, 

11 Fune 
*, babi 
oheGle 


dessen 


die sich von (4) 

Grade in z ist. 

Allgemein 

1) Zwischen 

.. = ,,(«)« 

denOrdm 


— fl, .« — Oj 

det, dass der 

Sättae: 
n, doppelt 
e dieselben 
l, besteht ei 


RadicaEdus i 

periodische 
Periode» fc,, 
nealgebrais 


(6) 
dritten 

iohung 



von der Form F(a, i) = 0, wo F eine ganze rationale Function 

vom Grad w in s und vom Grad m in ( ist. 
Denn jedem Wevth von z entsprechen m Werthe von v im Parallelogranmi 
P und jedem solchen "Werth von v entspricht ein Werth von (; ebenso entsprechen 
jedem Werth von ( n "Werthe von w in P und jedem derselben ein Wetth von z. 
Daher entsprechen jedem z »i Werthe von t vind jedem t «.Werthe von j5, 

2) Jede eindentige doppelt periodische Function z = q){v) hat eine 

algebraische Differentialgleichung oder zwischen der Function 

3=q)())) von der Ordnung ni und ihrer Ableitung s' = tp'(v) besteht 

eine Gleichung von der Form 

«- + J1,.— ' + -- + J__,2' + ^ -0 (1 

Zunächst lÄmlich ist die Ableitung z' ^ qi' (v) eine doj pelt j cno 1 seh 1 mc t cn 
mit denselben Perioden wie s, die nur oo wird in den nc Punkten von * unl 
deren Ordnung eine der Zablen m + 1, m + 2, ■ •, 2ll^ ist Denn ist <p(i) nm in 
einem Pnnkte v^Vi' gleich oo'" wie A(v — "i')"" ^^ ^^t "^ diesem Punkte 
q)'(») gleich cxi™"^"' wie — mA(v ~Vj)~"'~^ ; ist digegen <p{t} in / getiennten 
Punkten wj, - -, «J^ je gleich oo', so ist (p'{p) in jedem dicipr Punkte gleich fXi 
Im ersten Falle also ist rp' (u) von der Ordnung m -(- 1 im letzten Falle von dei 
Ordnung 2m.. Fallen einige der co Punkte von ip{v) ausammen wahrend andere 
getrennt sind, so treten zwisehenhegende Ordnungszihlen auf Nunmehr folgt 
aus Satz 1) für ^ eine Gleichung von der Form (7) in der die Coefficienten A 
ganze rationale Functionen von z smd, deren Grad höchstenfi li'' 2!« ansteigen 
kann. Der Coefficient von /"* ist gleich 1, weil ü für keinen endlichen Weith 
von 2 unendlich wird. Der Coefficient Ä^_i ist gleich weil nach Sitz IV § 1 
^^ —,■= ^. ^— = ist. Für die übrigen Coefficienten lässt sich dei Oral m 

% bestimmen, indem man untersucht, in welcher Ordnung sie für i = oo unendlich 
werden; man findet so, dass höchstens A^ vom 2., 4 vom 4 A^ lom 2ib'"' 

Grade in s ist. 

3) Jede eindeutige doppelt periodische Function rp ) 1 ciitit ein 
algebraisches Additionstheorem, d. h. zwischen den Functionen 
9j(w-f wj, ifiv), <p{Vj) besteht eine algebraische Gleichung 

ff['P(« + «>}, Ä, <Pr«i)] = 0, (8) 
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10 Erster Abschnitt. DilTcrentialglp ch l 1 n It [e ol 1 n t o e 

Dies folgt lumiifctelbar aus Sata 1) Dpan zw scten len 1 e Ifn 1 nct onen 
q)(u _J_ ),^) und <p{v) von v bestellt nach. 1) Pine aJgel raiiehe Gle bimg die f li ]p le 
dieser Fnnctionen vom irt^'^ Grade iat eine eteasolobe C le chung bestebt awi^cben 
tp(v-\-v,) und ip{v^) als Fnnctionen on DaJier md&sen de Coefflo enten le 

ersten Gleichung vom »j*™ Grade in (p(i j ep n Ebenso g It 1 e I. lei h mg 

G,i<p(p + V,) Cf (") q.(0] = 
Aus beiden Gleiclmngen folgt 
(9) q,{v + Vj) = Bi<pV,q>V^,rp'v,(p-V,), 

ä. h. die FunctioE ?'(?' + w,) lüsst sich, rational durch f-e, gm,, ip'v, fp'v, 
darstellen. 
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Zweiter Ätsclmitt. 
Das Integral 1. Gattung und die elliptischen Functionen, 

[Zuaätae; Abschnitt A g &-c und B § d— f.] 

Wir BcMcken einige orientirende Bemoituagen voraus. Es dürfte sicli em- 
pfebloE, vor Abschnitt II die Vorbereitungen iu Alisch-nitt A § a^c durcJi- 
aunelimen. Diese geben, in § a eine Unteranohung der algebraischen Grund- 
gleichnng in der Jacobi'sdien Kormalform y' = (3!, fc) und der Bugehörigea 
zweiblMtrigen Yeriweignngsfläcbe T; in gb und e eine Untersuchung der 
elliptischen Integrale und zwar in § b die Zerlegung in drei Gattungen, 
in g c die Definition der Periodicifcätsmoduln. Von diesen Integralen ist vor 
allem das Integral 1. Gattung u wichtig, weil seine Urokehrung zu den doppelt 
periodischen oder elliptischen Functionen führt. Hier setzt nun Ab- 
schnitt II ein. Nachdem in § 3 und 4 (Zusätze in B § d) die aJlgemeine Grund- 
gleichung und das zugehörige Integral 1. Gattung in die Jacobi'scbe Normalfonn 
und das zugehörige Integral 1. Gattung m transformirt sind und in § 5 die 
Periodioitätsmoduln von m bestimmt sind, wird in § 6 und 7 ausführlich die 
Abbildung der Fläche T' auf das Periodenparallelogramm P der jt-Ebene 
mittels des Int«gral8 1. Gattung m geschildert und in g 8 aus dieser Abbildung 
knrz die charakteristische Eigenschaft der doppelten Periodicität der 
elliptischen Functionen gefolgert. Hierzu dürften die Ergänzungen in B g e 
und f von Werth sein. Auch erscheint es zweckmässig nach g 8 sogleich g 14 
einauBchalten , der das wichtige Additionstheorem der elliptischen Func- 
tionen enthalt. 

§ 3. Transformation von F{z, s)^0 auf die Normalform i/^ (x, k)S) 
[Zusätze: Abschnitt Ä § a und B g d.] 
Die Theorie der elliptischen Functionen lässt sich gründen auf 
eine Gfleichung zwischen zwei eomplexen Variabein s imd s, die von 
der Form ist 

F{0, s) = At^s^ + 2,Ä^s -j- A^ = 0, (1) 

wo jIu, ä^j ä^ ganze rationale Functionen vom zweiten Grade in z 
sind. Jedem Werth von s entsprechen zwei Werthe von s, die sich ans 
der Gleichung 



1) g 3 schliesst sich in Eiemann's Vorlesung nicht unmittelbar an g 2, 
sondern an allgemeinere Fntwickelungen aus der Theorie der Aherschen Functionen 
an; es waren daher anfangs kleine Abänderungen nöthig. 
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ergeben. Indem man die vier Werthe a^, (%, a^, a^ voa s, für welche 
der Kadicandua verschwindet, endlich und Terachieden aimimmfc, erlmlt 
man statt (2) auch 



(ii) Ai^s + ^1^-4: "|/C|, ■ ^ — a^- z ■ — «2 ■ s ^ fflg - s ~ «i = l/^ (ä) . 

Denkt man sich die complexe Variable s geometrisch dargestellt iu 
einer einfachen Ebene, der g-Ebene, die im Unendlichen geschlossen 
ist, so ist in dieser Ebene s eine zweiwerfchige Function des Ortes 
oder es hat s in jedem Punkt der ^-Ebene zwei Werthe s^ und Sji 
die im Allgemeinen verschieden sind und nur in den vier Punkten 
s = a^, a^, a^, a^ zusammenfallen. Man nennt diese vier Punkte die 
Verzweigungspunkfce der zweiwerthigen Function s. Bewegt sieh 
der Punkt s in der 5-Ebene, so ändern sich auch die zwei Werthe s^ 
und Sg stetig. Führt man aber s von einem Anfangspunkt £ nach einem 
Endpunkt 2, so kann jeder der beiden Anfangswerthe a^, 0^ von s in g 
in jeden der beiden Endwerthe s^ oder s^ von s in 3 übergehen. Der 
Eüdwerth, den man in 2 erhalt, hangt ab von dem Wege, der von £ 
nach s führt. Beginnt man a, B. in £ mit dem Änfangswerth e^ und 
erhält man auf einem bestimmten Wege zwischen g und s den End- 
werth s^, so tritt an Stelle von s^ der Endwerth s^, wenn man den 
ursprünglichen Weg zwischen £ und z über einen der vier Verzweigungs- 
punkte ß, , öij, ö!j, a^ verschiebt. 

Man kann nun diese Unbestimmtheit des Endwerthes s oder die 
AbMngigkeit desselben von dem Wege, den s beschreibt, auaschliessen, 
wenn man als Ort der Variabein z nicht die einfache a-Ebene an- 
nimmt, sondern eine gewisse, über der 2-Ebene ausgebreitete zwei- 
blättrige Fläche T, welche die Verzweigungsfläche der Function s 
heisst. Die beiden Blätter von T sind ebenfalls im Unendlichen ge- 
schlossen und gehen in einander über län^ zweier Linien, der Ver- 
zweigungslinien, die zwischen den Verzweigungspunkten verlaufen, 
etwa zwischen a^ und a^ und zwischen a^ und a^. In dieser Fläche 
T ist nun s eine eindeutige Function des Ortes derart, dass jedem 
Werthpaar (s, s) eindeutig ein Punkt der Fläche T entspricht und dass 
jeder Weg, den z besehreibt, zu demselben Werth von s führt. 

Für die Untersuchung der elliptischen Integi-ale (vgl. § 5) ist noch 
eine Bemerkung von Wichtigkeit. Die Fläche T ist nicht einfach zu- 
sammenhängend, sondern wird erst durch zwei Querschnitte a und 6 
in eine einfach zusammenhängende Fläche, die durch 2" be- 
zeichnet werden soll, verwandelt. Der Querschnitt b möge im oberen 
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g 3, Transfoiination von /■'(SjSJ^O traf die Normalforra y^^(w,!c). 13 

Blatt um die Punkte a^ und Og, der Querschnitt a theils im oberen, 
tLeils im unteren Blatt um die Punkte Og und Og gehen. Es entsteht 
so die Figur 3 (S. 8) der Fläche 2" mit den Veraweigungaliaien a^a^ 
und a^a^ und den Querschnitten a und i. Die ausgezogenen Linien 
verlaufen im oberen, die punktirten Linien im unteren Blatt. 

Um die Untersuchung der elliptischen Functionen und 
Integrale zu vereinfachen, transformirt man die Grrundgleichung (1) 
in eine einfachere Normalform. 

Wir zeigen erstens, dass sich unter der Voraussetzung, die Coef- 
ficienten Ci in (2) seien reell, die Gleichung (S) oder (3) durch Ein- 
führung zweier neixer Variahein |, rj an Stelle von .s, s auf die Form 
bringen lassfc 

, - yrr ^¥- 1 - n - va", t) , (4) 

wo X^ eine reelle Grröase ist. Analog dem Früheren ist t; eine zwei- 
werthige Function der Variabein | und ihre Verzweigungspunkte in 
der |-Ebene sind die vier Punkte | = 0, 1, 1/A^, oo. 

Um die Gleichung (4) zu erhalten, führe man statt s eine neue 
Variable ^ ein durch die lineare Substitution 

^' S — KjClj — %' ^' 

durch welche den Werthen .?==%, o^, a^, aA 

bezüglich die Werthe | = 0, 1, 1/A^, ooj '•^^ 

zugeordnet werden, wenn die Grösse A bestimmt wird durch die Gleichung 

^ ^ Oj — «itta — c tj ,,^. 

Bildet man mit den Werthen (5) die rechte Seite in (4), so erhält man 

M ~ M - j>S - 11^3 / '-^•^y-'-'-'^ ^ (8) 

WO C eine Constanto ist, und die Vergleicbung von (3), (4) und (8) 
zeigt, dass alsdann zu setzen ist 

, = «.(^■ + 4,). (9) 

Die Gleichungen (5) und (9), welche die allgemeine Foi-m (3) in 
die besondere Form (4) überführen, bilden eine sog. eindeutige, 
rationale Transformation, d. h. eine Transformation, bei der sich 
ebensowohl (|,5?) rational durch {s,sj ausdrückt, wie umgekehrt (e,s) 
durch {§, ij), wie sich durch Auflosung von (5) und (9) nach s und s 
leicht ergibt. Die erste Gleichung (5) ist ausserdem bilinear in s 
und I allein und ordnet den vier Verzweigungspunkten s=aj^, a^, «g, ct^ 
von s bez. die vier Verzweigungspunkte 5 = 0, 1, l/A^, oo von ij zu. 
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Ie der Gleichimg (5) waren den drei lestge wählten Punkten 
I ^ 0, 1, oo die drei Punkte z = %, 0^! '*4 ?;iigeordnet. Der vierte 
Punkt % = ir^ bestimmt sich alsdann eindeutig durch den vierten Punkt 
s ^ üj (Gi. 7). Ordnet man den festen Punkten ^ ^ 0, 1, oo drei 
andere der Punkte «; zu, ao erhält man dieselbe Gleichung (4), nur 
der Werth von X wird im Allgemeinen ein anderer. Man findet so 
durch Veränderung der Zuordnung oder durch Permutation der vier 
Punkte öj^, ög, ßj, O4 in (5) und (7) im Ganzen 24 verschiedene Trans- 
formationen, die alle die Gleichung (3) in (4) überführen, wobei jedoch 
nur sechs verschiedene Werthe von X auftreten. 

Man kann nun die Zuordnung der Verzweigungspunkte von .s und 
von t; immer so wählen, dass )} reell wird. 

Sind nämhch die vier Punkte «j , «,j , % , tt^ reell, so ist )} in (7) 
bereite reell. 

Sind die Punkte ai paarweise conjugirt eomplex, so nehme man 
einerseits a^ und (^^^, andrerseits a^ und a^ als conjugii-t an; dann ist 
wieder der Werth (7) von 7? reell. 

Sind dagegen zwei der Punkte Oi, etwa % und »^ reell, die zwei 
anderen «g und a^ conjugirt comples, so genügt nicht mehr eine ein- 
deutige Transformation zwischen {s, s) und (|, ij). Man muss vielmehr 
eine Transformation zweiten Grades (die nicht eindeutig umkehrbar ist) 
zu Hufe nehmen, um )} reell zu machen. Man bringt alsdann durch die 
Substitution s^ =^{z — «i) : (^ — %) die Gleichung (3) auf die Form 
(10) B^s^ + B, = Y^fSrjTif^^ , wo i) ^ J^ , 2 = ^^ , 

wo also j) und 3 conjugirt eomplex und jB^, JBj rationale, gebrochene 
Functionen von Sj sind. Der Uadicandus in (10) vom vierten Grade 
in 3i hat dann zwei Paare von conjugirt complexen Nullpunkten und 
kann daher durch eine neue lineare Substitution zwischen s^ und % in 
die Form %-\ — ^-1 — ^% übergeführt werden, so dass A* reell wird. 
Für -q ergibt sich dabei ein rationaler Ausdruck in {g^ , ,Sj) von ähn- 
licher Form wie (9). 

"Wir zeigen zweitens, dass man unier der Vorausaetzung, ü* sei 
reell, die Gleichung (4) durch Einführung zweier neuen Variahein {x, y) 
an Stelle von (g, ij) auf die Form bringen kann 

(11) p = Yx-l — x-l — h^x = y("M) > 

wo nunmehr ^^ reell, positiv und <1 ist. Wiederam ist p eine 
zweiwerthige Function von x und ibre Verzweigungspunkte in der 
a^Ebene sind die vier Punkte a: = 0, 1, v:^, 00. 
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Zur Lösung dient wieder eine bilineare Gleichung zwischen x 
und I, die verschieden ist, je nachdem A^>1 oder A^<0. Man kann 
diese Öleichung aus (Ö) entnehmen. 

Ist A^ > 1, ao ersetze man in (5) z durch x und a^, a^, <h; '^h 
bez. durch 0, l//e^, 1, oo. Dann erhält man aus (5) und (6) die Weithe 

l-t'x, J'-i, (12) 

SO dass "k^ <,\ wird. 

Ist X^ < 0, so ersetze man in (5) s durch x und a^, a^, a^, a^ 
bez. auch 0, co, Ijh^, 1. Dann erhält man aus (5) und (6) die Werthe 

^-^i> A^ = l-Ä^ (13) 

so dass i^> 1 wird, wodurch dieser Fall auf den vorigen zurückgeführt ist. 
Wir legen im Folgenden die Gleichung (11) als Normalform zu 
Grunde und nehmen in derselben stets W reell, positiv und < 1 an. 
Zu der Gleichung (11) gehören gewisse Integrale, die sog. elliptischen 
Integrale. Ist B(x,y) eine rationale Function der beiden durch (11) 
verbundenen Variabein (x, y), so wird das allgemeine, elliptische 
Integral W dargestellt durch 

W=fE{x,y)dx. (14) 

Legendre hat gezeigt, dass die Unteranchung dieses Integrals sieh 
zurilckföhren lässt auf die der drei einfachen Integrale 

welche bez. als elliptische Integrale der 1., 2., 3. Gattung be- 
zeichnet werden. Wir behandeln zunächst ausführlicher das Integral 
1. Gattung und kommen später (§ 18) kurz auf die Integrale 2. und 
3. Gattung zui-ück. 

§ 4. Das e]liptisohe Integral erster Gattung. 
[Zusätze; Absctiaitt k %\> und ß § d,] 

Das elliptische Integral erster Gattung ist charakterisirt als 
dasjenige elliptische Integral, das allenthalbtn tndlu-h ist; es gibt 
(abgesehen von einem constanten Faetoi) nui ein solches Integral. 
Dasselbe hat, wenn man die allgemeine Gleichung { 1 ) oder (3) § 3 
zu Gmnde legt, die Foim 

»_ f -^' f-^, (1) 

j!!l/c,-2-o,-0-«,.0-a,.2-.. Jav"»« 
dagegen, weHii man die Noi-malform (11) § 3 zu &ruDde legt, die Form 
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(2) M= / 1^ _ = r ^ 

Die Form (1) läest sich auch direct in die Form (2) überführen. Durch 
Anwendung der den Gloiehungen (5) und (7) nachgebildeten Gleichungen 

(3) ^_t i.!!Jr-5 i_?L-^.!ir-^ 

erhält man, wie leicht zu sehen, 

Die Normalform (2) des Integrals erster Gattung unter- 
scheidet sich nur wenig von anderen gebräuchlichen Formen. SetKt 
man x = t^, dann t = sm <p, so geht (2) über in 

Die letzte dieser beiden Formen hat Legendre benutzt. Er nennt das 
Integral u die „elliptische Function erster Gattung", femer h den Modul, 
if die Amplitude von « und setzt 

(6) g) = am (m) , "j/l — F sin^ 95 = z/ (91) = ^ am (tt) . 

Jacobi und Abel erkannten zuerst die wichtigen Eigenschaften, welche 
die obere Grenze t in (5), als Function des Integralwei-thes u "betrachtet, 
besitzt; sie nannten daher diese Umkebrungsfunction ( eine ellip- 
tische Function von u, dagegen das Integral 11 selber das elliptische 
Integral 1. Gattung. Jacobi hat die Bezeichnungen eingeführt 

(7) t = sin am (m), y\ — t^ = cos am«, yi — h^t^ = z/ am tt. 
Diese Functionen heissen in engerem Sinne elliptische Functionen. 

Wir legen im Folgenden die Form (2) als Normalform des 
elliptischen Integrals erster Gattung^) zu Grunde und schreiben 
die zugehörigen Umkebrungsfunctionen abkürzend 

(8) y^^anw, l/r^^'=cnM, ]/l — Ä^a; = dnit.^) 

1) Das VoTEeiohen in (4) iDestiramt sich, wenn die Vorzeichen der auftretenden 
QuadratwurEebi gewählt sind, aus dem Vorzeichen, von de-.dx^ das 4- oder ^ 
ist, je nachdem x mit z ziminunt oder nicht. 

2) Die Eiemanii'sche NormaKorm (2) des Integrals erster Gattung, die durch 
eine Transformation zweiten Grades 3: := (^ in die Jacohi'sche Normalform (5) üher- 
geht, hat vor dieser manche Vorzüge. 

3) E. henntzt nicht die Gudermaim'achcii Abkürzungen su j(, cn m, dii w, 
sondern die Jacobi'schen Bezeichnungen (7). 



y Google 



I 5. Die Periodicitätsmodiiln des Integrals erster Gattung, 17 

Es wird die Hauptaufgabe dieses zweiten Abselmittes sein, 
die eharakteristiachen Eigenschaften und die des dritten Ab- 
sebnittea die analytiselien Darstellungen der Functionen (8) 
zu entwickeln. 



§ ö. Die Feriodicitätsmoduln des Integrals erster Gattung. 
[ZusätKe: Abschnitt A § c] 

Die erste Aufgabe wird sein, die beiden Periodicitätsmoduln 
des Integrals erster Gattung u in der zweiblättrigen Vei-zweigungs- 
fläcbe T' der Function y = y{x, k) zu bestimmen. Hierzu ist eine 
Festsetzung über die Verzweigungslinien und die Querschnitte 
von 2" zu treffen. Die Verzweigungslinien mögen gradlinig zwischen 
den reellen Punkten und 1 und zwischen l/Zc* und oo verlaufen und 



die Querschnitte a und h mit ihrem positiven (-]-) und negativen 
[—) Rand mögen wie in Fig. 4 gewählt sein. Die Pfeile in der Figur 
dienen zur Angabe von Richtungen. 

Bezeichnet man die Periodicitätsmoduln, welche das Integral u an 
den Queraehnitten a und b hat, bez. mit 2K und 2iK', so ist 

2K = jdu, daa Integral geführt vom — zum + Rande von a, 
also etwa längs dem — Rande von b in der Pfeilrichtung; 

2iK' = (du, das Integral geführt vom — zum -}- Rande von b, 
also etwa längs dem + Rande von « in der Pfeilriehtung. 

Um diese Integi-ale auszuwerthen, verabreden wir I'olgendes. Wir 
nennen die grade Linie von — ^ oo bis + oo, auf welcher die reellen 
Verzweigungspunkte liegen, die Axe der Flache T und denken uns 
die Querschnitte a und b zusammengezogen derart, dasa sie sich eng 
an die gradlinigen Stücke - — 1 und 1 — 1/ft^ der Axe anlegen. 
Dies ändert nichts an dem Weith der Integrale, weil hierbei nu]- 

Fläehenstftcke ein- oder austreten, in denen ■^- endlich bleibt. Dann 
' dx 

setzt sich jeder Periodicitätsmodul zusammen aus zwei Integralen, ge- 
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nommen zu Leiden Seiten desaelbea Stückes der Axe, wie dies die 
Fig. 5 und 6 zeigen^). Wir unterscheiden femer, in jedem Blatt längs 
der Axe von — oo nach -]- oo "blickend, eine linke Seite (I) und eine 

ei=E3 i- ~ 



rechte Seite (x) und be7.eichneii die Tier Halbebenen, in welche die 
Fläche T durch die Axe in beiden B^item zerlegt wird, folgender- 

I I = oben links; II =^ oben rechts; 

}lll = unten links; IV = unten rechts. 
Bezeichnet man nun den Werth des Differentials du längs der Axe 
mit du^, dWj, du^, du^, je nachdem es in der Halbebene I, H, III, IV, 
also oben links, oben rechts, unten links, unten rechts geiionuneu wird, 
und bi'ingt man die beiden Integrale, welche einen Periodicitätsmodul 
zusamuieusetzen, jedesmal auf die Form, die sich auf die linke Seite 
der Axe im oberen Blatt bezieht, so erhält man (vgl. Fig. 5 und 6) 



(1) 



2K' 



= fdu^ + fdu, = 2 fdu„ 



(2) 



2iZ'= fdu.i- fdu^ = 2 fdu,, 



wobei sich die unteren imd oberen Gfrenzen auf a; beziehen. 

In der That sind die beiden Integrale, die 2K zusammensetzen, 
einander gleich, da in jedem Element du^^ des zweiten Integrals nicht 
nur dx das entgegengesetzte Zeichen hat wie in dem entsprechenden 
Element du^ des ersten Integrals, sondern auch y{x, Icj, das letzte, 

1) Bei jedemPeriodicitätsmodulkommennocii zwei Integrale hinzu, genommen 
auf unendlich kleinen Kreisen um die Verzweignngspunlrte an den Enden der 
Verzweigungslinien (s. Fig. 5 und 6). Diese Integrale sind alier ^ 0, wie leicht 
zu sehe». Denn für Punkte der Fläche, die sich unendlich nahe bei einem (im End- 
lichen gelegenen) Verzweigungspunkt k=^a {c =^ , 1 , l/Jc') befinden, redueirfc sich 
= 2 CVx — a . Dieser Wertk ist auf einem unendlich 



[ Kreise um den Verzweigungspunkt a herumzufiiliren. Setzt mai 
= s-e*^ {wo limf = 0) und lässt qo von — jt bis +ji wachsen, 






y Google 



g ö. Die FeriodicitäLBiHodutn des Integrals erster (lattung. 19 

weil die Integrationscurven der beiden Integrale wohl in demselben 
Blatt (oben), aber zu versehiedenen Seiten einer Verzweigungs- 
liüie (0 — 1) verlaufen. 

Ebenso sind die beiden Integrale, die 2iK' zusammensetzen, ein- 
ander gleich, da in jedem Element du^ des zweiten Integrals nicht nur 
dx das entgegengesetzte Zeichen hat wie in dem entsprechenden Element 
dii^ des ersten Integrals, sondern auch yi^fk), das letzte, weil die 
Integrationscurven der beiden Integrale wohl ^ngs derselben Linie 
(1 — 1//;^) (die keine Verzweigungslinie ist), aber in verschiedenen 
Blättern verlaufen. 

Man kann die in (2) durch bestimmte, zwischen den Verzweigungs- 
punkten veilaufenden Integrale definirten Periodicit'ätsmoduln 2K und 
2iK' von u auch durch andere bestimmte Integi'ale ausdrücken; es 
ist nänilidi 



Är= I du^ ^^ j du^, iK' =^ j dtt^ = j du,, 



(3) 



wie man leicht mittels der linearen Substitutionen 

X ^ 7^— und X =^ rr-i 

nachweist. 

Bei unsrer Voraussetzung, dass h^ reell, positiv und < 1 sei, 
sind die Werthe K und K positiv leell, denn du^ ist zwischen 
x = und a; = l positiv iteU dagegen zwi&ehen (.=^1 und x = l/k^ 
positiv imaginär. (Vgl. A § a Tabelle {5 odei Iig 17a.) 

Der Werth iK' iässt sieh, indem man durch die Substitution 

/cä + ^'ä=l und /"("-!-/ °j.'=l (4) 

h' und x' statt k und x emtulit aif die Foim bimsen 



^^'-.fe 






(S) 



Legendre und Jaeobi nennen k den Modul, h' den complementäven 
Modul und 2K und 2iK' die vollständigen Integrale erster Q-attung. 

Die Gleichungen (3) ergeben sicli auch auf graphisclieni Wege, indem man 
bei der Bestimmung der Periodicitätsmodubi (3) die Integrationswege, die von 
dem — zum -^ Band der Querschnitte fahren, ohne dabei Qnerschnitte 
zn üheraehreiten, verschiebt und in anderer Weise zusammeiiaielit, nämlich den 
Integrationsweg von SÄ" statt um. — I, um 1/k^^oo und den Integrationsweg 



i-ÜK- statt r 



- oo. (Vgl. E'ig. 7 und 8.) Man ei-hMt s 
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Integrale (3), sämmtlich zu nehmen im o 
ergeben sich weitet die Integralwertlie y 




Q Blatt und links von der Aie. Aus (3) 

, genommen oben links zwiaolien dem 

Vei-zweigungspunlit und den 

ilbrigen Verüweigiingspunkten, 

nämlioli 



Am, = K, 



oder aucb die bestimmten Integrale, genommen oben links Ewisclien ; 
einanderfolgenden Veraweigungspunkten (die obigen Gleicliungen (3)) 



(') 



fi.,^K. fä 






iK' 



i du^ =^ — K, 10!«,=^- 



iK'. 



i/i^ 



fi 



Integrale ist ^0 wie sich auch ergilfc wenn 
le geschloaasne Curve die längs dei ganzen Ase im 
da diese Curve keinen Punkt einsohlieast in dem 



Die Summe dieser vit 
li«, erstreckt wnd über e 
Blatt hnk leilauft 
dw da unendlii-h wiid 

Man kann noch Polgende'. bemerken Ist m ein Wertb dei Integrali erüter 
Gattung m einem Punkt (r y) dei zweiblättrigen Pläche T so eihalt man den 
illgpmeinsten Werth « den das Integial m demselben Endpunkt abei bei 
beliebiger Veilegung des Integrationswege« annehmen kann indem man au m den 
Ausdruck inaA + näiA kmzutügt wc tn und ji lelielige ganze Zahlen sind 
Es 1 t il o 



(81 



■ = +m2R + ,i. 



% 6. Abbildung der Verzweigungaüäetie T' auf das Perioden- 
parallelogramm der M-Ebene. 

Es soll nunmehr die zweiblättrige Verzweigungsfläche T' 
mittels des Integrals erster Gattung u auf die Ebene der 
complesen Variabein u abgebildet werden. Diese Abbildung ist 
bekanntlich eindeutig und conform und nur unähnlich in den vier Ver- 
zweiguugspunkten von 2", in welchen die Function ^ 



- 7 — — gleich 
- - -VC^) ^ 

oder 00 wird. Da die Begrenzung von 2" aus den Rändern der 
Querschnitte a und b besteht, an welchen u constante Werthdi£ferenzen 
(die Periodicitätsmoduln) hat und da u innerhalb 2" nicht unendlich 
ist, so wird die Abbildung von 3" auf ein Parallelogramm führen, 
das ganz im Endlichen der M-Ehene liegt. 
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Um die Abbildung auszuführen, bezeichnen wir die vier Punkte, 
in -welchen die Bänder der Querschnitte a und h zusammenstosaen, mit 
«jj ßg, ßg, K^ (FJg- 4). Wir denken uns femer (wie in § 5) die Quer- 
schnitte 30 zusammengeaogen, dass sie gradlinig längs der Strecken 
— 1 und 1 — Ifk^ verlaufen und dass die vier Winkel tti im Punkt 
x= 1 im oberen Blatt zusammenstossen. Wir wählen alsdann von 
den diesem Punkt entepreehenden Werthen von u, welche mit 
+ gfmod 'äK, 2iK"j eongruent sind (vgl. Bemerkung am Schluss von 
§ 5), für die Ecke % den Werth — K und durchlaufen nun von a^ die 
Begrenzung von 3" im Sinne der Pfeile von Fig. 4 oder wie wir sagen in 
positiver Richtung, d. h. dass die Fläche T' zur Linken liegt. Dann wird 
die Begrenzung des Bildes ebenfalls in positiver Eichtung durchlaufen, 
d, h. so, dass das Parallelogramm der M-Ebene gleichfalls zur Linken 
der Begrenzung liegt. Ferner muss der dem Verzweigungspunkt 3^ = 00 
entsprechende Punkt im Inneren, die den übrigen Verzweigungspunkten 
entsprechenden Punkte auf den Seiten oder in den Ecken des Parallelo- 
gramms liegen. Die Abbildung ist nun folgende: 

DurchMuft man von k^ aus den — Rand von &, so geliingt man 
von der — Seite zur -\- Seite von a, 

d.h. M = — K ist um 2K gewachsen, also in m = -f- .^ übergegangen. 
Durchläuft man von tt^ aus den + Rand von a, so gelangt man 
von der — Seite zur + Seite von 6, 

(1. h. u = -\~ K ist um 2iK' gewachsen, also in u = ^-f" 2*if' über- 
gegangen. 
Durchläuft man von «^ aus den ~j- Rand von 6, so gelangt man 
von der -\- Seite zur — Seite von a, 

d, h. u = K-\-2iK' ist um 2K vermindert, also in w--=^ — K-\-2iK' 
Übergegangen. 
Dnrch^uft man von cc^ aus den — Rand von a, so gekngt man 
von der -\- Seite zur — Seite von 6, 

d. h. i[ = — J^ -\- '2iK' ist um 2iK' vermindert, also in u ^^ ^ K 
übergegangen. 
Hiernach entsprechen (vgl, Fig. 9, S. 22) 
dem — Rande von b eine Linie von ^ K bis -|- K, 

„ + „ „ a „ „ „ +K „ + .K + 2iK', 

„ + >, „ ^ „ „ „ +K+2iK' ,, —K-{-2iK', 
„ — „ „ « „ „ „ —K-\-2iK' „ —K. 

Das Bild von T' ist also ein Rechteck P mit den Ecken 
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— E, -\-K, K+2iK', —K^2iK'; es ist lütmlich ein Parallelo- 

gramm, weil für zwei gegenüberliegende Punkte am Querschnitt a (b) 

das Integral u Werthe hat, die um 2K(2iK') verschieden sind, die 

Bildpunkte in der «(-Ebene also einen Ab- 

_j_ .^, ^^^^ ^^^ ^^^ Grösse 2K(2iE') haben; es 

p I ist rechtwinkelig, weil die Winkel «,-, 

I die im Punkt a; = 1 der Elaehe T' zu- 

—^ +*^ aammenstossen, sUmmtüch = re sind und 

diese Winkel bei der Abbildung durch u 

in -5- übergehen; es ist endlich gradlinig, weil die Wei-tho Ton u 

^ngs der Axe theils reell, theils rein imaginär sind. 

Diese Abbildung ^sst sich vervielfachen. Wir sind ausgegangen 
von dem Anfangawerth —K von u, der dem Punkt k^ bei ^ = 1 ent- 
spricht. Man kann aber (vgl. Schluss von § 5) ebenso gut ausgehen 
von den Anfangswerthen -{- K, -{- K -{- 2iK\ — E -\- 2iK' und all- 
gemein von dem Werth — K -\- in2K -\- n2iK' , die ebenfalls dem 
Verzweigungspunkt x ^1 entsprechen. Es überdeckt sich dann die 
u-Ebene mit unendlich vielen congi-ueuten Recktecken P, Pj, P^, . ., 
deren jedes für sich die vollständige Abbildung der Verzweigungs- 
fiäche 2" durch das Integral it darstellt. Zur Begrenzung eines 
solchen Rechtecks sind immer nur ein Eckpunkt und die beiden in 
ihm zusammenstossenden Seiten ku rechnen. Zwei Werthe von m oder 
zwei Punkte der M-Ebene, die in verschiedenen Recktecken liegen, aber 
demselben Punkt (x, y) von T' entsprechen, unterscheiden sich nur um 
ganzzahlige Vielfache der Periodieitätamoduln 2K und 2iK' und sind 
daher congruent nach diesen Moduln. Umgekehrt bildet sich die 
ganze M-Ebene, d. h. alle diese Rechtecke P, P^, Pj, . ., ab auf un- 
endlich viele congruente, zweiblättrige Flächen Z", die in einer Weise 
zusammenhängen, welche dem Zusammenhang der Rechtecke F,P^,JP^,.. 
entspricht. 

Hätte man die Querschnitte a, h nicht bis zur Axe zusammen- 
gezogen, sondern in 1' beliebig gelegt, wie oben in Fig. 4, so Mtte man 
in der «(-Ebene statt des Rechtecks P ein krummliniges Parallelo- 
gramm P erhalten. Die Ecken desselben n^, u^-\-2K, u^-\-2 K-\-2iK' , 
tii^-\-2iK' wären vier Werthe von «i, die den vier Punkten a^, a^, «5, «^ 
entsprechen, die Winkel des Parallelogramms wären gleich den Winkeln 
bei «1, ffg, ttg, Kj, aber die Abstände entsprechender Punkte der Gegen- 
seiten wären dieselben wie beim Rechteck, nämlich gleich 2K und 
2iK'. Hittte man endlich statt der Normalform des Integrals erster 
Gattung u die allgemeine Form v eines solchen Integrals (1) § 4 mit 
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g 7, Abbiktuag der vier Halbebenen von T. 23 

den Periodicitätsmoduln \, \ 'lwt Abbildung der zugeliörigen Vcr- 
zweigungsfl'äche (vgL Fig. 3 § 2), verwandt, ao Mite man in der «-Ebene 
ebenfalls ein (im Allgemeinen) kruminliniges Parallelogramm P er- 
halten, in welchem die Abstände entsprechender Punkte der Gegen- 
seiten gleich den Penodicitätsmoduln ft, tmd Ic^ wären (vgl. Pig, 1, § 1). 



§ 7. Abbildung der vier Halbebenen von 2". 
[Zusätze.] 

Wir verfolgen die Abbildung des vorigen Paragraphen noeb weiter 
in's Einzelne, indem wir mittels des Integrals erster Gattung u die 
vier Haifaebenen, in welche 2" durch die Axe zerlegt wird, 
einzeln abbilden. Diese vier Halbebenen wurden bezeichnet (vgl. 
(1) § 5) 

1 = oben links, II = oben rechts, 

III = unten links, IV = unten rechts. 

Sie bilden sich ab auf vier kleinere Eechtecke innerhalb des grossen 
Rechtecks P, die wir ebenfalls durch I, 11, III, IV bezeichnen. Man 
kann die Abbildung so vornehmen. 

Jede der vier Halbebenen ist begrenzt durch vier Strecken auf 
der Axe mit den Endpunkten 0, 1, 1/ä;*, + oo, 0, die sämmtlich in 
der Richtung der wachsenden x durchlaufen werden soUen. Die Werthe, 
die u in diesen vier Punkten hat, sind für die Halbebene I (oben 
links) nach den Gleichungen (6) § 5 bez. 0, K, K+iK', iK', 0, d, h. 
für die Halbebene I und das sie abbildende Rechteck I entsprechen den 
Strecken 

0, 1; 1, l/7c'; 1/Ä^, + co; — oo, 

bez. die Linien 

0, 7f; K,K-\-iK'; K-j-iK^iK'; iK\0. 

Für die Abbildung der übrigen Halbebenen II, III, IV auf die 
Rechtecke II, III, IV ist nur zu beachten, 

1) dass die vier Rechtecke I, II, III, IV zusammen das grosse Recht- 
eck P bilden, 

2) dass die vier Rechtecke I, II, III, IV in dem Punkt u^iK't 
der dem Punkt 3! = oo entspricht, zusammenhängen, 

3) dass der Zusammenhang der viei' Rechtecke unter einander längs 
ihrer Seiten dem Zusammenhang der vier Halbebenen unter ein- 
ander entsprechen muas. 
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Nun hängen die Halbebeneii 

1 und U; n und Hl; III und IV; IV und I 
bez. zusammen längs den Strecken 

— 00,0; + oo, 1/fe^; — oo,0; + co, 1/Ä^; 
daher müssen die Rechtecke 

I und II; II und lü; III und IV; IV und I 

bez. zusaramenbängen längs der Seiten 

iK',(}; iK',~K+iK'; iK',iiK'; iK',K-\-iK'. 
Damit ist die Abbildung der vier Halbebenen auf die vier Eecht- 
ecke festgelegt. Die einander entsprechenden Fundamentalwerthe 
Ton u und x = f{u) sind zusammengestellt in Figur 10, weiche das 

■Werthverthejlung von x = f{ii) = sii^u in I, 11, m, IV. 



grosse Eechteck P und die vier kleinen Ileektecko I, 11, III, IV ent 
hält, die sich symmetrisch um den Mittelpunkt u = iK' von P grup- 
piren. In den Ecken der kleinen Rechtecke sind sowohl die Werthe 
von M wie die zugehörigen Werthe von x angeschrieben; an den Seiten 
und im Innern dt^egen nur die Werthe von x.^) So soll die Grösse 
4- « ( — «) an einer Seite bedeuten, dass längs dieser Seite x einen 
positiven (negativen) reellen Werth hat, der zwischen den Werthen 
von X in den Endpunkten dieser Seite stetig variirt. Ferner soll der 
Werth + a — ih im Innern von IV bedeuten, dass in IV x einen 
von Punkt zu Punkt variirenden Werth hat, dessen reeller Theil posi- 
tiv oder negativ, dessen imaginäi-er Theil aber stets negativ ist. In 
der That hat x in der Halbebene IV von 1" solche Werthe. Figur 10 
zeigt, dass x = f{u) Werthe von der Form + a hat auf den Seiten 
der Rechtecke, die parallel zur reellen Axe, und von der Form + a 
auf den Seiten, die parallel zur imaginären Axe der M-Ebene sind. 



I) Riemann gibt nur die Werthe von /c in den Ecken der Rechtecke a 
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Wir fögen noch, eine Bemerkung Mnzu über die Fundamcntiilwerthe von 
y=^y{x, k)^^^f'{u) in den Ecken und Seiten der Eecktecke. Diese Werthe sind 
für die entsprechenden Punkte und Strecken der Verzweigirngsfläche T' zusammen- 
gestellt in A § a Tabelle (5), die nur auf die «-Ebene zu übertragen ist. Man 
erhält so die Figur 11. Diese aeigt, dass j/^oo im Punkt w=^iK', j/^-O in 

■WerthvertheilTing TOn j, = .J^(m) =1/(^^0 "i I, H, Tu, IV, 
" ■ -•_s;_ ^ »=2'A' - -i-^_''_=_+-*^-l-3JAr' 



den übrigen Ecken der Rechtecke ; ferner, dass i/ von der t'oiia + Ä ist auf den 
Seiten der Bechtecke, die parallel zur reellen Axe der «-Ebene und von der Form 
■^ iB auf den Seiten der Bechtecke, die parallel zur Lmaginären Ase der w-Ebene 
sind. Dabei variirt y auf diesen Seiten zwischen den in den Endpunkten der 
Seiten angegebenen Werthen. 

Kennt man die Werthe von x — fiii) in den Eecht«cken I und II, so ergeben 
sich die Werthe von m in III und IV durch folgende Betrachtung. Das Integral m 
hat in dem Punkt iE^oo den Werth iK\ Efihrt man nun in T' das Integral m 
vom Verzweigungapunkt x = ao ans anf übereinander liegenden Wegen zu über- 
einander liegenden Punkten («, + y) und (x, — y) in den Halbebenen I und III 
(oder n und IV), so treten bu dem Werth iK' noch zwei entgegengesetzte Werthe 
-j- !? und —v hinzu. Man erhält daher fflr m zwei Werthe u^iK' -\-v und 
tt = iK'~~v oder zwei Punkte, die im Rechteck P symmetrisch zum Mittelpunkt 
u=^iK'{x^: OO) und in den kleinen Dreiecken I und HI (oder II und IV) liegen. 
Hieraus folgt umgekehrt: 

Zu Kwei zum Mittelpunkt w = iK' von P GjmmetriBch liegenden 
Punkten iK' + v und iK'—v gehören gleiche Werthe von x, aber ent- 
gegengesetzte Werthe von y. 

Man kann das KesuHat der Abbildung so aussprechen. Ebenso vrie die 
zweiblättrige Veraweigungsfläche T' zur Festlegung der Werthe von y und w als 
Functionen von x und insbesondere der Werthe längs der Ase der Fläche dient, 
ebenso dient das Rechteck P nnd die kleinen Rechtecke I, II, HI, IV der M-Ebene 
zur Festlegung der Werthe von a; und y sie Functionen von u und insbesondere 
dieser Werthe in den Ecken und auf den Seiten der Bechtecke, 



§ 8. Eigens chaften der elliptiaclieii Functionen an m, cn t(, dilti. 
[Zusät/.e: Abschnitt B § o und f] 

Die Abbildung des vorigen Paragraplien erschliesst nun die cha- 
rakteristische Eigenschaft der elliptischen Functionen, au- 
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nächst der Functionen x und y. Da u entweder um 2K oder um 2iK' 
oder allgemein um ganzzahligo Vielfache dieser Grössen wächst, wenn der 
Punkt (cc, y) in der Verzweigimgsteche T eine in sich zurückkehrende 
Curve durchläuft, so ändert sich x (und y) nicht, wenn u um 2K oder 
2iK' oder ein ganzzahliges Vielfaches dieser Grössen wächst. Folglich 
ist x = f(u) (und y==^f(.u)) eine eindeiitige, doppelt periodische 
Function von u mit den Perioden '2K und 2iK'. Dies wird aus- 
gedrückt durch die Gleichung 

(1) x-f{u)-f{u + SK)-f(u + 2iK')-f(u+m2K+n2iK'). 
Einen ähnlichen Charakter wie x selber haben aber auch noch die 

drei coordinirten Functionen 

(2) y« = an M , yi — x = cn w , yi — k^x = dn zi, 

also die elliptischen Functionen in engerem Sinne, deren Pro- 
duct y = y{x, A) ist. Sie sind ebenfalls eindeutige, doppelt perio- 
dische Functionen von u, nur mit etwas anderen Perioden, 
Aendert sich nämlich u um 2K, so läuft der entsprechende Werth von 
X in der Veraweigungsfläche T' von der — zur -|- Seite des Qner- 
, d. h. er lauft x um die Verzweigungspunkfce und 1. Bei 
L Umlauf nehmen aber die Functionen Yx, yi —~x, yi —J^x 
bez. die Factoren — \, — 1, -\-l aa. Aendert sich dagegen u um 
2iK', so läuft X von der — zur -|- Seite des Querschnittes b, d. h. 
um die Verzweigungspunkte 1 und 1/k^. Bei diesem Umlauf nehmei^ 
die Functionen (2) bez. die Factoren +1, — 1, ^1 an. Man hat 
daher für die Vermehrung von ti um 2K und 2iK' die Formeln 
(Periodieitätsformeln) 

jsn(w + m2K-\-n2iK') = (— l)"'sn(M), 

(3) cn (n + m2K-i- n2iK') = (-^ 1)"'+'' en{M), 
ldn(w + m2K-\-n2iK') = (— l)''dn(M), 

wo m, n alle Zahlenwerthe 0, + 1, + 2, ■ ■, sein können. Die drei 
Functionen (2) sind hiernach in der «(-Ebene allenthalben bestimmt, 
wenn man ihre Werthe in dem aus den Seiten 2K und 2iK' gebil- 
deten Periodenrechteek P der Function x kennt. Nach (3) hat 
isn u die Perioden iK und 2iK', 
cn«( „ „ AK „ 2K-\-2iK', 

duM „ „ 2K „ UK'. 

Jede der drei Functionen hat also ein besonderes Perioden - 
Parallelogramm. Die drei Parallelogramme sind nach (4) von gleicher 
Grösse und doppelt so gross wie P. 
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Nach § 7 Figur 10 sind die 0' und oo^ Punkte der elliptischen 
Functionen in der «-Ebene folgende: 

sn w = 0' für u^2mK+2niK', 1 

cn« = 0' „ u = {2m-\-l)E-\~2niK' , (5) 

dnM = Oi „ u = (2m+l)K-\-(2n + l)iK-\ 
sn M, en m, dn it = <x>^ für m = 2mX + (2m + l)iJC', 
wo »ii, « ^ 0, + 1, + 2, ■ -, + oo. 

Man kann leicht beweisen, was spätei: vielfach beimtat wird, dass von den 
drei Functionen sn m, cn m, dn «. die erste eine nngrade, die beiden andern 
grade Functionen von m sind, daas also 

,„(_„)__„(.), cn(-.)_ + on(.), an(-«)_ + a«(..). 

Daraus folgt, dass x = sn' u eine grade, y = ~\/(x,k) eine ungrade 
Function von m ist. 

Man vergleiche hierzu Abschnitt B § e Gl. (7), 

Legt man statt der Normalform u des Integrals erster Gattung 
die allgemeinere Form v ((1) § 4) zu Grunde und sind die Periodicitäts- 
moduln derselben \ und h^, so ist die ümkohrungsfanetion g = ip(p) 
eine eindeutige, doppelt periodische Function von v mit den Perioden 
\ und \ und die Quotienten "[/^ — a^ : ~\/s — ä^, eindeutige, doppelt 
periodische Functionen von v mit etwas veränderten Perioden. 
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Dritter ÄbscTtinitt. 

Aualytifiolie Darstellungen der elliptischen Functionen 

und Integrale. 

[ZusätEe: AbBclinittC g g— m.] 

In Abschnitt U §8 wurde die charakteristischeBigensciiaft der ellip- 
tischea Fimotionen, nämlich die doppeltePeriodicität aofgestellt. Abschnitt III 
enthält die Terscliiedeneii araljtischen Darstellungen dieser l'unc- 
tionen, vor allem die beiden, welche in der ganzen w-Bbene Geltung haben, nämlich 
die Darstellung durch Partialbrüche (§9) und die durch Quotienten von 
unendlichen Producten (§ 11). Im Anschlnes an die erste Darstellung gibt 
Riemann noch die Entwicklung der elliptischen Functionen in trigonometriaclie 
Reihen (g 10), die nur in einem beschränkten Theil der M-Ebene gültig sind. 
Bei allen diesen Darstellungen wendet Riemann dasselbe synthetische Ver- 
fahren an; er baut auf Grund der charakteristischen Eigenschaft der doppelten 
Periodicität mittels der gegebenen Elemente den analytischen Ausdruck für die 
Function auf. Dies geschieht auch da, wo man den Ausdruck aus schon vor- 
handenen Darstellungen, durch einfache Rechnung ableiten könnte (wie z. B, die 
Ttitwicklungen von § 10 aus den Darstellungen des § 9). Die Ausdrücke des § 11 
fuhipnnun in g 12 zurPunctione(M)(Thetafunction,Jacobi'sche Function), 
die im Mittelpunkt der Theorie der elliptischen Punctionen steht. Es erschien 
zweckmässig, die Eigenschaften der Thetafunctionen noch etwas übersichtlieher 
nnd voRständiger zusammenzustellen, daher die Zusätze C g h und i. Hunmekr 
(g 11) kehrt die Untersuchung zu den früher zurückgestellten elliptischen In- 
tegralen zweiter und dritter Gattung zurück und gibt, indem sie diese als 
Functionen von u auffasst, ihre analytische Darstellung durch die Thetafunction. 
Es ersckien wünschenswerth, hier einige Ergänzungen KU».ufugen, welche noch 
andere Darstellungen der elliptischen Functionen und Integrale durch die Theta- 
function entkalt-en; daher die Zusätze C § k — m. 



§ 9. Darstellung der elliptischen Punetionen durch. Partialbr liehe. ^) 

[Zusätze.] 

Wir weudeu uns jetzt zu den analytischen Ausdrücken für 
die elliptischen Functionen 
(1) sn it, cn «, du tf 

1) Die §g 9 und 10 stehen in dei Eicmaiin sehen Vorlesung zwischen den 
§g 11 und 12, ich hal e mu erlaubt die 6§ ** und 10 voranzustellen, damit der 
Inhalt von § 12 unmiftplhir an den \on i^ 11 inachliesat. 
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Vor Allem wichtig sind die beiderlei Ausdrücke, welciie in der 
ganzen M-Ebene Geltung haben, nämlich 

1) die Darstellung durch Partialbrüche, d, h. durch unendliche 
Summen, gebildet aus den oo^ Punkten der Function und den 
zugehörigen Residuen^) (§ 9); 

2) die Darstellung durch Quotienten von unendlichen Pro- 
ducten, gebildet ans den 0^ und oo^ Punkten der Function (§ 11). 

Die Aufgabe bietet indess, da man bei der doppelt unendlichen 
Zahl der oo^ und 0^ Punkte, welche die Functionen (1) in der «-Ebene 
besitzen, auf Doppelsummen und Doppelproduete geführt wird, gewisse 
Schwierigkeiten wegen der Convergenz. Benutzt man aber den Umstand, 
dass die elliptischen Functionen (1) zv^leicli periodisch sind, so kann 
man die Aufgabe wesentlich vereinfachen und die Doppelsummen und 
Doppelproduete von vornherein durch einfache Summen und Producte 
ersetzen. Die Functionen (1) besitzen eine erste Periode 2K (resp. 4S); 
wir führen daher statt der drei Grössen u, 2K und 2iK' mit Jacobi 
die beiden Grössen ein 

s-e^, q-rr"', (2) 

welche nur von den Verhältnissen » : K und iK': K abhängen und 
haben nun die Aufgabe, die Functionen (1) durch die Hilfsgrosse s 
darzustellen. 

Die Zahl q in (2) ist von fundamentaler Bedeutung in der 
Theorie der elliptischen Functionen. Bei unsrer Voraussetzung, dass h^ 
reell, positiv und < 1 sei, sind K und K' reell und positiv, also 
q reell und <1. Dies ist wesentlich für die Convergenz der auf- 
zustellenden Summen und Producte^. 

Die Functionen (1) sind eindeutige Functionen von m; sie sind 
aber, da sie nicht sämmtlich die Peiiode 2K besitzen, noch nicht ein- 
deutige Functionen von a Dies lasst sich mdesfa durch Zufügung von 
einfachen Factoren erreichen Die Functionen sn u und cn u wechseln 
bei Vermehi-ung von m um "iK nach (3j § S das Zeichen, während 
du M ungeändert bleibt. Da nun auch b^^'^ odei ;>~^/^ bei Vermehrung 
von u um 2K das Zeichen weihselt, so imd du- diei Functionen 

s~^' suH, s~^^enM, du« (3) 

eindeutige Functionen von * Wir beginnen mit der Darstellung 



1) Von Eiemann wird die abkmzendp Bpzeiclmung .Residuum" niciit benutzt. 

2) Die ajialj tischen Darstellungen der elliptischen Functionen gelten gana 
unabhängig von dam Werth der GrSste ä', di, «ip au h V beschaffen sei, doch 
stets I a |< 1 ist. VgJ. Abschnitt C § g 
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der ersten Function s^'^^sn« als Function von s durch Partial- 
brüche. Hierzu sind die cx)^ Punkte dieser Function in der s Ebene 
und die zugehörigen Residuen festzustellen. 

Nach (5) § 8 wird 
yx = sau = <x.^ für u = 2mK-\-(2ni-l)iK' oder s^q^^+K 

Betrachtet man zuerst einen solchen Punkt, füj- den m = 0, also 
M = (2« + 1) iK' ^ a; s == q^^+i = ß^ so ist das zu diesem Werth 
Yon s gehörige Residuum B von s^^^^snw 

B = lim (s — ß) s~i sn m = ß~^ lim ^^ - lim{M -- a) an u 

oder da 

'■"i^-Sl'' lm,(«-.)sn.._i>), 
SO wird 

(4) B~-!^{s-imu) = i'gf+i, 

WO für g" 2 iJer positive Werth zu nehmen ist. Geht man nun ku 
dem allgemeinen oo' Punkt u = 2mK -^^ (2n -j- \)iK' über, so hat 
fflr ihn das Residuum von s"~^snM denselben, Wei^th (4); denn wächst 
u um 2K, so nimmt in (4) sowohl s~"* wie sn. m den Factor — 1 an, 
das Product bleibt daher ungeändert. Hieraus folgt, dass in dem Punkt 
u = 2mK-\- {2n + l)iK' oder s = q^b+i .jgj. Ai^^s^ruek 

(5) s » sn M — -g-pj 

nicht mehr unendlich wird oder, wie wir auch sagen, dass in diesem Punkt 
sn ii = 00^ wird, wie der Ausdruck Bs^ : (s — g^"+^). 

1) Zur Herleitung dieses Greiizwerthes dient die Gleichimg 

die noch öfter benutzt wird. Diese Gl. ergibt sich daraus, daes die Fiuid amental- 
werthe der Function = ■ fibereiuatinmieii mit denen der iSinctioti sn {m + iK'\ 

wie eine grapliisclie Darstellung der Fnndamentalwerthe beider Functionen nach 
Art von Figur 10 leicht ergibt. Da die beiden Functionen auch dieselben Perioden 
haben, ao müssen sie identisch sein. 

Nunmehr ist lim.(M — iK') sau ^=^ lim u sn {w -\~iK') =^lim-r = +7-7 

also auch lim. (m — K)snM=-jr-, da sn« die Periode Sj/C'hat. [Riemann -Vorlesung,] 
Eine andere Herleitnng von (4a) und venvMidten Gleiehimgen findet sich in 
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S 9. Darstellung der eiliptisuliea Functionen dnroh Partialbrücbe, 

Wir behaupten nun, indem wir den Wei-th von B (4) < 
und über alle diese Partialbrücbe snmmiren, dass gradezu die Dar- 
stellung gilt 






(6) 



Der Beweis bembfc auf zwei Eigenschaften der unendlicheu Reibe 
auf der rechten Seite in (6). 

Erstens ist diese Eeibe fiir endliehe Werthe von s eonvergent. 
Denn trennt man die ßeibe in zwei Reihen, von denen die eine die 
Glieder mit positivem n, die andere die Glieder mit negativem n ent- 
hält, so convergirt jede dieser Reihen für sich. Bildet man mimlich 
für beide Reiben den Quotienten von zwei auf einander folgenden 
Gliedern, also 

so nahem sich beide Quotienten bei endlichein s mit wachBendera n 
dem Grenzwertb q, der < 1 ist. 

Zweitens hat die unendliche Reibe in (6) dieselben Perioden 
iK und 2iK' wie snw. Denn setzt man in ihr u + 4ff an Stelle 
von M, so bleiben s und s'^*, also auch die Summe selber ungeändert. 
Setzt man dagegen u + 2(1^ an Stelle von u, so geht s in q^s und 
s^/^ in gs^''^, also jedes Glied der Summe in das vorhergebende über 
und die Reibe bleibt wieder ungeändert. Aus beiden Eigenschaften 
folgt nun, dass die Reihe in (6) wirklich = sn M ist. Denn die Dif- 
ferenz beider Functionen ist nach dem Bewiesenen nicht nur fiir alle 
endliehen Werthe von u, sondern wegen der doppelten Periodicität 
auch für «t = c30 endlieh. Die Differenz ist also eine Constante und 
diese Constante ist = 0, da die linke wie die rechte Seite in (6) ihr 
Zeichen ändert, wenn man — u für u oder S""- füi- s setzt. Damit ist 
die Gleichung (6) bewiesen. In ähnlicher Weise findet man die ana- 
logen Darstelliingeu von cn u und dn it. 

Schreibt man die Gleichung (6) (« = 1, 2, ■ -, oo) 

r „_i _i „_i 1 -1 

.n.^i-iv ^ ,!:,_, - ' z\ [ («-) 

sotat aur Allkürzung 

n = ^Kv; x^e''"" (7) 

lind benutzt die Gleictungen 

.s'/^— s~^'^ = 2*siiiffi!, s-]-»~^ = 2oüsan'ü, (8) 
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Setzt man in (10) und (11) w -- 0, 1! = und in (11) M = JT, v = \ und be- 
rücksichtigt dit! Wei-the B § f Tabelle (1), so erhält man (.Tacobi, W. T, S. 159) 

(12) 
(13) 
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so erbält man (Jacobi, W- I, S. 144) 

(9) .. .. _ .n «. _ j?i .i. ,. y — {Z^^+JrJ 

und durch analoge Betrachtungen 

(10, ...-,.«f..^ - -;-.., ., V '- ya7^(' -»'■:■) 

) w — , 1! = und i 
Tabelle (1) , so erhält 

2iX_ _4-V(- i)-g'~'i 

-f 1-«--' ' 

^ 1-«"""' ' 

2M:_ jiril-l)"«*""' 

^ 1 + «'— ' 



§ 10. Darstellung der elliptlsehen Functionen durch trigono- 
metrische Beihen. 

fZusLU.e.] 

Bövor wir zur Lösung der zweiten, in § 9 fonmiUrteu Pundamental- 
aufgabe übergehen, schliesseii wir an die Unteraucliungen des § 9 eine 
Darstellung der elliptischen Functionen durch Reihen an, die 
nach Potenzen der Grösse s fortschreiten und sieh leicht in trigono- 
metrische Keihen yerwandeln lassen. Während aber die Darstellungen 
der elliptischen Functionen durch Partialhritche (§ 9) für alle endlichen 
Werthe von w oder s (mit Ausnahme von s = 0) gelten, haben die 
zu entwickelnden trigonometrischen Reihen nur einen beaehränkten 
C onver genzber eich . 

Die drei Functionen 

(1) s-iSTiu, s"lcnM, thlM 

sind eindeutige Functionen von s und werden = co' in den Punkten 

(2) s=.-.g^g^ q, g-'-, ff"', 3"', ■■■. 

Sie lassen sich also nach allgemeinen Sätzen der Functionentheoi'ie 
nach Potenzen von s mit + Exponenten entwicfeeln in jedem Ring- 
gebiet, das eingeschlossen wird von zwei um s = beschriebenen 
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§ 10. 'Darstellung der eliiptisohon Fvmotionen durch liigonometriache Reihen. ;53 

Kreisen, die durch zwei aufeinanderfolgende der Punkte (2) gehen 
(Fig. 12). Es sei die Aufgabe, diese Pofcenzreihen aufzustellen für das 
ßinggebiet, in dem ä < | s | < g— ^ ist. 

Wir beginnen wieder mit der ersten der Functionen (1) und setwen 
für sie eine Reibe mit unbestimmten Coefficienten an, ]mmlich 



.2?«."", (3) 



gOlHg, wem «— V/V"- 

S<isl<9-'. // 

Zor Bestimmung der Coeffi- 
cienten a„ leitet man eine zweite ^. ^^ 
Form der Entwickelung für das- 
selbe Gebiet ab durch folgende Bofci-acbtung. Die Function (3) wird 
für S = q gleich oo^ und zwai- nach (5) § 9 so, dass der Ausdruck 

s~^ sn M — ^^ -^^ endlieh bleibt, wenn $' < | s | < g-^. (4) 

Eine Entwickelung dieses Ausdrucks (4), die gültig ist, wenn | s | 
q und g~^ liegt, gilt daher auch für das weitere liinggebiet, 
em |sj zwischen q^ und 5-^ liegt. 
Da nun 

_l^_23-'-'s^ wenn |s|>^, (5) 



r^q=^2^~''~'-^''' wenn |s|<^y, (6) 

so folgt nach (5) 

s"""^"snM — —--— = ^«„s" — — "^»-"-^/^s" (T) 

^ ^^" JcKs-q ^ IcK^^ ' '-'-' 

wenn g'< |s| <q~'-. 

Hieraus erhält man nun oine Reibe für s'~"^sn!(, die nur noch 
göltig ist, wenn |s| zwischen q^ und q liegt, indem man das zweite 
Glied der linken Seite in (7) nach (6) in eine Reihe, die gültig ist, 
wenn |s| < g, entwickelt und diese Reihe auf die rechte Seite in (7) 
bringt. ]\lan erhält so aus (7) 

S-i SU M = 2? ('''' - Uh"^"^) '"' 

gültig, wenn q^ <\s\<q. 



y Google 



34 Dritter Abschnitt. 

Diese Reilie lässt sieh durcli die Substitution s =^ e^, bei der 
sn M ungeändert bleibt, in eine andere, nach Potenzen von 6 fortschrei- 
tende Reihe transformiren, die gültig ist, wenn S<|öl<9~^, die 
also mit der in 6 geschriebenen Reihe (3) übereinstimmen muss- 
Daher ist 

»-isE»_2(a.— |jr""')s"+'0"-S<"-«" (S<l»l<«-'). 

Die Vergleichiing dieser Reihe mit (3) gibt den Werth von a„. 
Man erhält daher, wenn man noch mit s^'* mnltiplieirt, schliesslich 

gültig, wenn g < j s | < g~ ' . 

In derselben Weise ergeben sich die analogen Potunzreilien für 
cn it und dn u. 

Sckt-eibt man dio Gloiohniig (8)') (m=-1, a, ■ ■, oo) 



kK ^ 



und führt durch die Gleichungen (7, 8) | 9 trigonometrische Functionen e 
erhält man (.lacohi, W. I, S. 157); 



(8) 






snw-su2Ji:ti = 


tlC^ 1 


_,»■ 


.,~_tl 


und 


durch 


analog 


;e Betrachtinigcu 








(10) 






cnM = on2 7t:): = 


2« sns""'" 


(!0>(2, 


>-l), 


ikZ 1 


+.'■ 


-1 


(11) 






duM = dn2A:?! = 


■2^+¥2 


,"co. 

1 + 


9^'' 



Die Entwicklungen (9 — 11) sind gültig, sobald 3<;|sKä '' oder, 
L K^j;' J-Jtj" setzt, sobald 



(13) e *<e-^'"<e " , also ^,>2t,">__ 

ist. Setzt man in (10) und (11) m = 0, ii = und in (11) ii = K, «=~^, so er- 
halt man (Jacobi, W. I, S. 159): 

1) Die Gleichung (8 a) ergibt sich auch aus (öa.) § 9 durch Entwickelung der 
Partialbrüche nach Potenzen von s. 
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•'^^ly^'l^, (13) 

" „1 + 9 



§ 11. Darstellung der elliptischen Functionen durch Quotienten 

unendlicher Producte. 

[Zusätze: Abschnitt C § h.] 

Wir kommen jetzt zu der zweiten und wichtigsten fundamen- 
talen Darstellung der elliptischen Functionen durch Quotienten von 
unendlichen Producten, gebildet aus den 0^ und co^ Punkten. 
Wir setzen, indem wir zur Abkürzung neben u eine Grösse v und 
neben q eine Grösse t einführen^), 



(1) 



(2) 



entsprechen und wählen diesmal die eindeutigen Functionen von s 

s^/^ sn M s^/^cn« dn M (3) 

als die daraus teilenden Functionen. Die 0^ und oo^ Punkte dieser 
Functionen sind nach (5) § 8, wenn *^ = 0, 4: Ij + ^! ■ ■ ■ + oo, 
folgende : 

an M == 0^ für s = <f" , sn m = oo^ für s = 5^"—' | 
cn M = 0' „ s = — q" , cn « = -»^ „ & = (/'' ' f (4) 
dnit = 0* „ s = ^ g ', dn t = 3o^ , )> = j ~'-) 
Man erhält die gesuchten Entwiekelungen u dem man wiedti con 

1) Eiemann setzt s = c^" md 1 ezeictnet lau Ppnolemeitaltn ai gelpgpnt 
lieh durch ro; ict habe keiuea Änitind genimmen die obigen Bezeichn Egen un 
WeieretrasB einauführeu zur Vereinfachu 1 le Uiuck s unl zu ^ ei gleich n„ 
mit den 'WeierBtrasB'schen Formeln. 



»-2^!,, s_ 


e" _«"«■ 


HC 


=!--_„,., 1' 


den Werthen s = 1, 


— 1, 9, — a ' 


die Wertlie « = 0, 


K, iW, K+iX 


d die Wertlie ii — 0, 


T' T' T "i" T 
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vergente Ausdrücke in s aufbaufc, die mit den Functionen (3) dieselben 
Perioden und dieselben 0^ und oo^ Punkte haben. 

Wir beginnen mit der ersten Function (3) s^'^snw und bilden 
mit ßücksieht auf (4) den Ausdruck 

(6) fi^«!^.=(.^i) mzi-lM^^-^, 

-•''' /7(— 3--') //(»-!-"+') 

WO auf der ersten Seite n ^ 1, 2, 3, ■ ■ oo. Dieser Ausdruck hat die 
gleichen O"- und od ^ Punkte wie s'/^sum (die Punkte s^O und s^oo, 
die dem Punkt u ^ oo der M-Ebene entsprechen, werden miten be- 
rücksichtigt). Zunächst fragt sieh, ob der Ausdruck (5) für alle end- 
lichen Werthe von u oder s (| s j > 0) convergirt. Hierzu müssten die vier 
Producte in (5) einzeln conrergiren oder, was dasselbe, es müssten die 
Logarithmen derselben für alle Werthe von s mit Ausnahme der 0^ 
und oo^ Punkte von (5) eonvergiren. Nun ist aber der Quotient von 
zwei auf einander folgenden Gliedern in einer solchen logarithmisehen 
Summe nicht, wie es sein müsste, für n = oo kleiner als 1, der Aus- 
druck (5) also nicht convergent, Aendert man aber die ITorm der Glieder 
und bildet statt (5) den Ausdruck (n = 1, 2, 3, ■ -, oo) 

/7-(i -,'—.-') 77(1 ^s--'.) 

SO sind in ihm die vier Producte convergent. Denn für das ei'ste 
Product ist der Quotient von zwei aufeinander folgenden Gliedern der 
logarithmischen Summe, wenn lim » = oo. 

Dasselbe gut von den anderen Produeten. Es aeigt sich nun leicht, 
daas der Ausdruck (6) sich von der ersten Function (3) oder dass sieh 
s~^''^i'(s) von snw nur um einen constanten Factor unterscheidet. 
Denn der Ausdruck s~^/^F(s') hat, als Function von u betrachtet, 
bereits die Periode AK; er hat aber auch schon die Periode 2iK'. Geht 
nämlich u über in M + 2iK', so geht s über in q^s und F(s) in 
F(q^s). Nun ist, wie leicht aus (6) folgt, 

(7) F(q's) = il<is) oder (qVj-i t\q's) =. s'i F{,), 

womit der Beweis geliefert ist. Der Quotient sn m : s~''-f^^{s) ist daher 

nicht nur für alle endlichen Werthe von M, sondern wegen der dop- 
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pelten Periodicität auch für u = Co endlich , d.h. er ist constant. 



t ist die Darstellung 
• Ä 



/7(' -»'•■)//(■■ 



-') 



(8) 



'/7-(i-,"-'.)77(i-s"~'.-') 

Zur Bestimmung der Oonstante A ia (8) benutzen wir die Iden- 
tität (4a) §9, nämlicli sqm sn(M + t £'')=' -r-' Bildet man mittels 
dea Ausdrucks (8) diese Gleiehung, wobei nur zu beachten, dass dem 
Uebergang von i* in m + ^K' der Uebergang von s in qs entspricht, 
so erhält man 



Vi 



.Ü 



A'--'-f oder A = il^- 



(9) 



i besonders für reelle Wertbe von ■i 
) noch indem man 



Transfonnirt w 

Kwectmäsaig ist, den Ausdruck ( 

si/a _- s-i/a = 2i sin ^v, s -\- s"! = 2 cos 27r.v (10) 

einführt, so erhält man als Schluasformel der Untersuchung (ji^l, 2,- -jOa) 



-US, 



/7(> 



. + !*■) 



/7(l.-2j'— e, 



. + j"-') 



(11) 



Auf demselben Wege ergeben sich entsprechende Darstellungen für die 
Functionen cn u and dn u. 

Dieselben sind (Jatiobi, W. I, S, 165); 

,...,_„ 1 + • J7(' + a"')i7(' + 8'-- '') 



77(' 



-v,yf~ 



s'-'.)/r(i-s--'.-') 



7/(1 + ,--'.) 77(1+,"-' 


.-')] 


77(1-,"— .) 77(1^,'— 

, 77(l-f2s"-'».2«l, + s*- 


>-') 
-■) 


77(l-2j'— >eo.2,i,+ä«" 


-■) 
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§ 12. Einführung der Ttetafunctionen. 

[Zusätze: Abschnitt C §h und i.J 

Jacobi hat die unendlictieii Producte, die in der Darateliung vou 
sriM (11 § H) und den entsprechenden von cn M und dnw im Zähler 
und Nenner auftreten, ihrer Wichtigkeit halber als besondere Functionen 
in die Analysis eingeführt und Thetafunctionen der Variabein u 
genannt. Dirichlet hat für sie den Namen „Jacobi'sche Functionen" 
vorgeschlagen. Wir verwandeln diese unendlichen Producte zunächst 
in unendliche Summen, Es genügt, dies für den gemeinsamen 
Nenner der drei Functionen sn m, cum, dnM, nUmlieh 

(1) f(>)-n(.^-i'-'^)n(^-<i--'^') (..-i,2,3,.,c») 

auszuführen, da sich aus ihm die Zähler leicht ableiten lassen. Die 
Function f(s) ist eindeutig imd stetig für alle Werthe von s mit 
Ausnahme dei Werthe s = und s = oo (d. i. w = oo). Die Function 
f(->) lasst sich daher in eine nach ganzen positiven und negativen 
Potenzen von s fortschreitende Reihe entwickeln 

(2) /■(s) = 2'^^'' C« = 0, + 1, +2, .., +^), 

welche in der ganzen s-Ebene mit Ausnahme von s = und ,s ^ oo 
convergirt. Die Goefflcienten ßa bestimmen sich mittels einer Punctional- 
gleichung von f(s}, nämlich 

(3) m - ~ ssf(ä's), 

die sich durch Bildung von /"(ä^s) und Vergleichung mit f(s) aus (1) 
ergibt. Durch Anwendung von (3) erhält man die Identität 

und durch Vergleichung der Coefficienten von 3"+^ die Beziehung 
ffla+i = — a^q^''+^ oder 

(- i)-+'o.+,<r'"+"" - (- i)-».5— - «., 

wodurch aile Coefficienten a„ in (2) bis auf den allen gemeinsamen 
Factor «„ bestimmt sind. Man hat also 

(4) /■(s) = «.2'(-l)"9'ä-. 

Indem man den Factor a^ weglasst und statt s die Variable m oder v 
einführt durch die Gleichungen (1) und (10) § 11, erhält man die 
erste der Thetafnactionen in Summenform 

(5) @(«)_»(,.)_2(-l)"9""«"'"-l + 22'(-l)"9-°os2,w». 
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Wir merken vorläufig zwei Eigenschaften dieser Function &(u) an; 
die erste betrifft die Nullpunkte der Function, Da nach (1) 

/■(s)=0 für s=q^'^-^ (« = 0, ± 1, ±2, ■ ■, + oo), 

so ist 

®(u)^0{i\i-u='2mK-\-(2n—-l)iK' (m,n^0,±l,±2,-,±^). (6) 

Da femer, wenn man u -j- 2K für u setzt, s und folglich ancli f(s') 
ungeändert bleibt, dagegen, wenn man u-\-2iK' für u setzt, s in 
q^s und nach (3) f(s) in — ^'■3~'f{s) übergeht, so besitzt 0(u) ge- 
wisse periodische Eigenschaften, die sich in den Gleichungen 
aussprechen (Periodicitätsgleichungen von ®{u'j): 



S(m + 2X) = @(w), @{u-\-2iK') = 



^@(m). (7) 



"Wir sind jetzt im Stande, dio elliptischen Functionen durch die 
Thetafunction &(u) darzustellen. In (5) § 8 sind die Werthe von 
u und in (4) § 11 sind die Werthe von s angegeben, für welche diese 
Fiinctionen Null und unendlich werden. Indem msin damit die Func- 
tionen (4) und (5) vergleicht, ergibt sich leicht, dass die drei Functionen 
sn M, cn M, dn M (8) 

dieselben 0^ und oo^ Punkte haben wie die Quotienten 



(9) 



@(M} ' ©(M) ' #(M) 

Diese Quotienten besitzen indess noch nicht dieselben Perioden wie 
die Functionen (S). Um auch dies zu erreichen, sind den Quotienten (9) 
noch gewisse Factoien zuzufügen. Diese Factoren bestimmen sich so. 
Aendert sich « um 2K oder 2iK', so nehmen nach (3) § 8 die Func- 
tionen (S) und nach (7) dieses Paragraphen die Quotienten (9) Factoren 
an, difc wir m dei folgenden Tabelle zusammenstellen: 



Functionen ( 



Quotienten (9) 



2iK' +1, — 1, - 

Fügt man daher den Quotienten (9) bez. die Factoren zu 

gSÄ-^ g^K ^ 1^ go erhalten sie dieselben Perioden wie die Functionen (8) 
und können sich von diesen nur noch um eonsfcante Factoren A, B, G 
unterscheiden. Man hat also 
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Dritter Absclmitt, 



(10) 



si,u-A- g^jj e , 

cn»-B «( ■. + g+ ig-) J 



Diese Ausdrücke gaben Jacobi Änlass, iipben iki eisten Thefcafunchon 
(5) noeh drei weitere Thetafunetionen einzuführen Man setzt, 
indem man den Zählern in (10) noch gewisse constante Pactoien gibt, 



®i(») - 



-.{•«e'f 8(» + ii:'), 



(11) 



mit d\(v), 
und V, so 



©j(») = qWe" @(a + K + iE'), 

Bezeiehuet man dieae FuEctionen als Functionen von i 
^aWj ^aC") ^^^ beachtet dio Beziehungen (2) zwischen ■ 
kann man statt (11) schreiben 

(12) L(^)^qifU^''^»(v + ^-\^\), 

U(.) = *(. + -i). 

Die Reihenentwiekeluügen (5) geben alsdann für die drei neuen Theta- 
funetionen die Darstellungen 

8,(1.) = »,(«) — i-2^~ iy,j:('+if4'-+n'" 

- 2 ■ 2'(- l)-s'^"+>^' sin (2» + 1)«», 
e,(i.) — 9,(1.) ^^q('+i)'e!''+V'- 

— 1 + 22«"' '"»^»="'> 



(13) 
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und die Gleichungen (10) lassen sich sehreiben 

,^„_A^'l''' ,n,*~A^^ dnM-A?'-^- (U) 

Es sind jetzt noch die Constanteii A^, A^, A^ zu bestimmen. 
Hierzu dienen die Gleichungen 

,nM-sn(M+iZ')=y; m{0)-cn{K+iK')=~; dn(0)-dn(Z)=/;', (15) 

von denen die erste bereits in (4a) § 9 bewiesen wurde, während die 

beiden anderen sich ergeben ans den Gleichungen 

Bii (0) = 0; cn (0) = dn (0) = 1 ; sn (X) = 1; sn (K + iK') = -J- 

(vg!. die Fnndamentalwerthe von a; in § 7 Figur 10), Um die Gleichungen 
(16) mittels der Quotienten (14) bilden zu können, bedarf man einiger 
Formeln, welche die vier Thetafunetionen in einander verwan- 
deln. Man findet leicht aus den Beihenent wickeln ngen (5) und (13) 
die Formeln (Verwandlnngsformeln): 

*i(«+T)=*5"''*e-'""&()j), &(?;+y)=*?-We-'-«=#^(v)j 

*.(«+!)=*(«). *(«+|) = 03('') ) 

Der Beweis ergibt sich durch direete Umformung; so ist a. B. 

= ig^v4e-('"'a-(ii). 

Bildet man nun mittels der Functionen (14) die erste Gleichung (15) 
und benutzt die ersten Gleichungen (16), so erhält man zur Bestim- 
mung von Aj 

Bildet man ebenso, indem man i; = setzt, die zweite Gloiehving (15) 
nnd benutzt die zweiten Gleichnngön (16), so erhält man für A^ 

j,»,(0) *'(¥ + t) .,, ii , . -i/W 
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Verfährt man ebenso mit den dritten Gleiehimgen (15) und (16), so 
wird für A3 

, fi<o) . Mt) _ a. _ t.. „,,. A _ VF 
^«^ 77T\— ^ — '^ ''^"° A^ — [//. . 

Trägt man die Werthe von A^, A^, A3 in (16) ein, so erhält mu,n 
sehUesslich die folgenden Ditrstellungen der elliptischen Func- 
tionen durch die Thetafnnctionen: 

Die Wui-zeln yh und Yk' in diesen Gleichungen sind positiv zu nehmen, 
wie die Yergleichung der beiden Seiten in (17) für specieUo Werthe 
von M oder v zeigt. 

Setzt man in der ersten Gleichung (17) u^=K, v = -^, so erhält 
man für 7c den Werth 

/18-i lA- — ^'yV — M'l = 2(^'/_*_+ i!^^v_f^_) 

' ^ ^ 7(-i-y *=(*•' "i + 2g + 2g* + 2g« + -- ■ 

Diese Gleichung kann dazu dienen (vgl. Jaeobi, W. I, S. 345 und 363), 
eine Tafel zu berechnen, die zu jedem 2 den Werth von /;, also auch 
nmgelrehi-t zu jedem ft den Werth von q gibt Beide Werthe liegen 
nach unseren Annahmen zwischen und 1. Hat man zu ft den Werth 
von g bestimmt, so geben die Gleichungen (5) und (13) zu jedem m 
oder V den Werth der Functionen ©■(»), *i()j), *a(i'), %iy') und die 
Gleichungen (17) den Angehörigen Werth von snw, cum, dn m. 
Vgl, C § t und i. 



§ 13, Darstellung elliptischer Integrale durch Thetafunetionen. 
[Zusätne: Abschnitt C § k — m.] 

Die Thetafunetionen dienen nicht nur zur DarsteUui^ und Be- 
rechnung der elliptischen Functionen im engeren Sinne, nämlich "|/^, 
yi — X, "|/l — Wx, durch die Grösse u, welche das Integral erster 
Gattung mit der oberen Grenze % vorstellt, sondern auch zur Dar- 
stellung einer beliebigen rationalen Function 

'R{x, tj) = ^{x, l/(^) 
der beiden Grössen x und y = y{x, }i) durch » und ebenso zur Dar- 
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Stellung des Integrals einer solchen Fnnetioii oder des all- 
gemeinen elliptiaclien Integrals 

W-^ fE{x,y{^)dx (1) 

durch u. Es lassen sicli mmlicli die Eigenschaften des Integrals W 
leichter übersehen und seine Berechnung leichter durchführen, wenn 
man W nicht als Function von x, sondern durch Vermittelung des 
Integrals erster Gattung als Function von ii betrachtet. 

Um W als Piinction von u darzustellen, bemerken wir, dasa 

eine eindeutige, doppelt periodische Function von u ist mit den Perioden 
2K und 2iK'. Denn die Function (2) ist, als Function von x be- 
trachtet, verzweigt wie die Fläche T oder sie ist eindeutig in T. Da 
sich nun die Fläche 2" mittels des Integrals erster Gattung u conform 
auf das Rechteck P der i*-Ebene mit den Seiten 2K und 2iK' ab- 
bildet, so ist die Function (2), als Function von u betrachtet, von der 
angegebenen BeschafPenheit. um diese Function in m darzustellen, 
fassen wir ihre im Rechteck F Hegenden Unstetigkeitspunkte ins Auge. 
Diese Punkte seien «j', u^', . ., u^ und es sei in m/ 

-,— unendlich wie - — —, -i- ~— — — . -1- — ; ~L- ■ . (2) 

du M — w^ ' j-^_|('y ' (^„jt'.y ' ' ^ ' 

also 

w „ „ ^' log („-»;)-- j-;^- 7,-^, -■■, (3) 

wobei die Anzahl der unendlich werdenden Glieder für jeden der 
Punkte M,-' nur eine . endliche ist. Dann zeigt sich zunächst, dass die 
Coeffieienten derjenigen Glieder in W, die logarithmisch unendlich 
werden id. h. die Residuen von -7—), nicht unabhängig sind, sondern 
durch die Relation verbunden 

^Ä--0. (4) 



Denn nach Caucby ist 



2i3t 



2^'=-j 1i¥''". 



das Integral genommen über die Begrenzung des Rechtecks P in posi- 
tiver Richtung, d. h. so, dass die Fläche von P zur Linken liegt. Wegen 
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die Gleichung (4) folgt. (Vgl. auch Abschnitt I § 1, Gl. 6.) 

Wir setzen nun aus Thetafunetionen einen Ansdriick zu- 
sammen, der im E,echteck P ebenso unstetig wird, wie die 
Function W. Hierzu benutzt man am einfachsten die Thetafunetion 
&i(u), die nach (13) § 12 ungerade ist, während die drei anderen Theta- 
functionen gerade Functionen yon ii sind. Im Punkt u = m/ ist die 
Function 

@^(w — uf) gleich 0' wie u — ul, folglich 
log @i(m — m/) imstetig wie log iu — m/), 
d log »,(«-<) 

S^ " " (w — %)-S 

^Mog0,(^-<) ^^ ^^ _(„_„/)-^. ,,.,.f. 

Vergleicht man dies mit (3), ao ist klar, dass der Ausdruck 

{h)^,{u)^A'\<^^®,{u-u:)-Ä, 2 +-^^^^ — -— 

in M = Wj' ebenso unstetig ist wie W. Nimmt man die Summe der 
Ausdrücke (5) über alle Werthe Yon i, so erhält man einen Ausdruck 

(5.) «>(„)- 2 *(»). 

der so beschaffen ist, dass W — im Rechteck P stetig bleibt. Es 
ist nun weiter leicht au sehen, dass sich W und ebenso 3>, also auch 
W- — ^ als Function von u nur um Constanten ändern, wenn u um 2K 
oder 2iK' wächst. Für W ergibt sich dies so. Aendert sieh u um 
2K (oder 2iK'), so läuft der entsprechende Punkt x in I" von der 
— zur + Seite des Querschnitts a (oder ft); dabei Endei-t sich W als 
elliptisches Integral um constante Grössen (die Periodicitätsmoduln von 
W vgl. Ä § c). Für © aber ergibt sich dieselbe Eigenschaft so. Aus 
(11) und (7) § 12 folgt für @^: 
(6) ®,(m + 2ä:) = — @i(m), ®^{u + 2iK') = — q-^f~^®^{u). 

Wächst daher u um 2X, so ändert sieh <& nach (5) nur um eine 
Constante. 

Wächst dagegen u um 2iK', so ändert sich $ um den Ausdruck 



Nach bekannten Säteen ist nun eine Function, wie W — ®, die 
im Rechteck P der M-Ebene eindeutig und stetig ist und sich bei Ver- 
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mehrui^ von u um 2K oder ^iK' nur um Conatanten ändert oder 
mit anderen Worten, die in der Verzweigungsfläishe T eindeutig und 
stetig ist vind sich beim Ueb er schreiten der Quei-schnifcte a und h nnr 
um Constanten ändert, ein Integral erster Gattung oder eine lineare 
Function von u. Man liat daher für das allgemeine elliptische 
Integral W (1) die Darstellung 

Tr= ©(**) + Co« + Gl- (8) 

Die Constante (\ bestimmt sich aus den Periodicitätsmoduln von W. 

Ais Beispiel behandeln wir das Integral dritter Gattung 



17= i_ f '^^ 



(8) 

Zu a: = iCp gehören zwei Punkte m = + «o ™^^ ^^'^ ihnen nach den 
Moduln 2K und 2iK' eongnienten Punkte der «t-Ebene. Die Function 
^^—7 wird aber unendlich 

in M ^ Mn wie — - ■ -, 



Nach (7) hat man daher für das Integral (8) die Darstellung 

2l/(^^-Tr= / ^J^^-=l0g@,(M — Mo)— l0g@i(M + M,) + Cui( + C,. (9j 

Setzt man 

&{u) dlog@{u) e,-(w) aios@iW ,,,,. 



an statt (9) 



2l/{^;7¥)_ 



2i(i*-«„)-i?,(M + «o) + 0»- 



Zur Bestimmung dei- Conataute C„ setze man x = <Xi, u^iK'; dann findet 
man, da Z^ (m) eine ungerade Function ist, 

».-z,(».-*ff) + z,(«. + «-S") -««(".)■') 

D aTier ist 



_ ?-Z,(«^...)-Z,(» + ..) + 2ü(..) (H) 



VST)''-«. '«.(« + «.) 

1) Vgl die Formeln (7) oud (S) in C § 1. 
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Viertor Abschnitt. 
Addition, Multiplication und Transformation der elliptischen 

Functionen. 

[Zusätae: Abschnitt D g n — q,] 

Im zweite» Abachnitt wurden die charakteristischen Eigenachaften, im dritten 
Atisclmitt die analytiechea Darstellimgeii der elliptischen Functionen entwickelt. 
Der vierte Ahachnitt behandelt gewiaae algebraiaehe Relationen, die 
zwischen den elliptischen Functionen mit verschiedenen Argumenten aber dem- 
aelben Modul (Addition und Mnltiplication) oder mit verschiedenen Argu- 
menten und verschiedenen Moduln (Transformation) bestehen. In g 14 werden 
auf einem eigenartigen Wege die Additionsfovmeln bei^eleitet. Ea dürfte 
zweckmässig sein, diese Formeln schon vor den analytischen Darstellungen etwa 
nach II g 8 einzuschalten, da sie schon bei den einfachsten Anwendungen auf- 
treten. Dann folgt in g 15 die Reduction der allgemeinen auf die ratio- 
nale Transformation, wozu D g n einige Ergänzungen liefert. In § 16 wird 
die rationale Tranaformation analytiach durchgeführt nach demselben 
synthetischen Verfahren, wie früher die Daratellnng der elliptischen Functionen. 
Als Ergänzung dient D g p, welcher die wichtigen Transformationen ersten und 
zweiten Grades nach demselben Princip behandelt, g 17 endlich gibt eine kurze 
Untersuchung der ganzzahligen und complesen Multiplication als eines 
epeciellen Falles der Transformation. Als Ergänzung ist in D g q die Durch- 
führung der ganazahligen Multiplication gegeben, 

§ 14. Das Additionstiieorein der elliptiselien Functionen, 

In diesem Abschnitt sollen gewisse algebraisclie Relationen 
entwickelt werden, die zwischen den eUiptischen Functionen mit ver- 
schiedenen Argumenten aber demselben Modul (Addition und Multi- 
plication) oder mit verschiedenen Argumenten und verschiedenen 
Moduln (Transformation) bestehen. 

Wir beginnen mit der Addition^). Die elliptischen Functionen 
an«, CUM, dn w besitzen eia algebraisches Additionsthoorem 
ähnlich wie die trigonometrischen Functionen sin« und cos«, d. h. 
jede der drei elliptisehen Functionen, gebildet für die Summe zweier 

1) Eine andere, ebenfalls in Eiemann'schem Sinne gehaltene Herleitung des 
Additionstbeorems findet sich in der Zeitschrift für Mathematik und Physik, Bd. 45, 
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Argumente w und v, atellon sicli algebraisch dar durch dieselbe Function, 
gebildet für die Einzelargumente m und v.^) Wir schicken der Her- 
leitung dieses Satzes eine allgemeine Bemerkung voraus. 

Nach dem Fi-üheren sind x und y =^ Y(x^h) doppelt periodische 
Functionen von u und die erste eine gerade, die letzte eine un- 
gerade Function von u. Allgemein ist jede rationale Function von 
{x,y) oder von (xj y{x, k)) oder jede in der Verzweigungsfläche T 
eindeutige Function auch eine doppelt periodische Function von u mit 
den Perioden 2K und 2iK'. Umgekehrt ist jede doppelt periodische 
Function ^(m) von u mit diesen Perioden eine eindeutige Function in 
der F^he T, Väsab sich also durch eine rationale Function von (x, y) oder 
{x, yix, Icj) darstellen, und zwar, wie man leicht sieht, in der Fonn 
A -f- By, wo Ä und B rationale Functionen von x allein sind. Ist 
die Function 0(u) eine gerade Function von M, so stellt sie sich dai- 
in der Form Ä, d, h. aU rationale Function von x allein, ist *(«) eine 
ungerade Function von u, so stellt sie sich dar in der Form By, 
d. h. als Produet von y mit einer rationalen Function von x. 

Nun kann man aus jeder doppelt periodischen Function 
tp{u) sofort eine gerade Function von u bilden, nämlich (p(ii)-\-ip( — m) 
und ebenso eine ungerade I\inction, nämlich (p(u) — (p{ — u). Daher 
sind die beiden Functionen 

gerade Functionen und folglich rationale Functionen von x allein. Es 
sollen nun diese beiden Functionen durch X ^ sn^ tt dargestellt werden, 
indem wir der Reihe nach für 9)(m) die Functionen setzen 

«"(" + ") c°('^ + '') dii(M + );) 
an(M) ' cn(«) ' du(M) 

Wir stellen erstens die Form der so entstehenden Func- 
tionen fest. 

Die erste der Functionen (1), gebildet mit der ersten Function (2). 
kann man da sn« selber eine ungerade Function ist schreiben 



(2) 



!!L(l+-' )+J»("— ) _c.a, (3) 

WO ß eine rationale Funktion von x = sn^ v, und 0^ eine nur von v 
-ängige Grösse ist. 
Nun ist für m ^ iK' ^) ß = 0^ (denn der Zähler in (3) wird 



1) Vgl. Satz 3 am Schluss von 1 g 2. 

2) w ^ M„ bedoiitot «=iMf,-|-m2Ä" + Ji2i K\ wo m und m ganze Zahlen sind. 
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= 0^, der Nenner = oo^). Ferner ist ß = oo^, wenn u -\-v ^;= HC 
und wenn u — v ^^ iK' oder es ist iß = oo^ für w ;e:e + (jj -|~ iK"). 
Hiemach ist es leicht, die reciproke Function 1 : fl durch x dar- 
zustellen. Dieselbe muss = oa^ sein für u ^ iK' und = 0^ für 
M ^ + (tj -|- ^■K''). Sie iat also eine ganze, rationale Function in 
X vom ersten Grad iind von der Form x — ■ sn^ (« -|- iK') = x — r-, — 5- 
(vgl. lU § 9 Gl. 4a), so dass man setzen kann 

(4) fl = l:{l — /jäsn^Msii^). 
Hiernach wird 

(5) an{u-\-v) -\' w.{u — v) = C^Slssin. 
Ebenso findet man 

I cn (m -j- v) -f- cn {it — i;) ^ C^ il cn u , 
^^^ ldn(M + IJ) 4- dn{M — «) = C^il äati, 

jedesmal mit derselben Function Si. 

Die zweite der Functionen (1), gebildet mit der ersten Functdon (2), 
gibt, wenn man berücksichtigt, dasa y{x, ft) = sn m cn m dn tt und wenn 
man mit sii^M == x ranltiplicirt, 

sn(« + »)-sn(M-r)_^, 
^V - - -^-^d^ — ^1 "i' 

wo wieder ß^ eine rationale Function von x und Oj' nur von v ab- 
hängig ist. Da die Function (7) in denselben Punkten = 0^ und 
= 00^ wird, wie die Function (3), so ist ii^ = ß. 
Man erhält SO die drei weiteren Gleichungen 

isn (i* + ii) — sn (m — «) = C/ß cn m du M , 
cn (u + v) ~ cn (m — «) = Ga'ß sn u dn u, 
dn (ti + jj) — dn (m — 1?) = C/ß sn M cn ** . 
Es sind zweitens die noch von v ahhängigen Factoreu 0, 
and Gl' in (5), (6) und (8) zu bestimmen. Vertauscht man in der 
Gleichung (5) m mit v, so muss die Gleichung übergehen in die erste 
Gleichung (8) und umgekehrt. Daher schliesst man 

I sn (h + w) 4- sn (u — v) = c.Sl snu cn « dn ji , 
fö"! \ \ I j I \ j 1 ' 

^ -^ l sn (t( + ") — ä^ (" — «) = Ci' ß sn 'C cn ii dn M . 

Die übrigen Gleichungen bleiben bei der Yertauschung von u mit v 

ungeandert; daher hat man 

( en (m -|" ") "H *^^ (^ — ij) = C2 ß cn M cn V , 
^ ^ \i:u(u -}- 1)) — cn (ii — ji) = Cg'ß sn m du M sn v dn « 
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und 

da (ti -\- v) — dn(u — c) = Cj'ß suu cnusav anvl' 
wo niinmelir die Faetoren C; und c,-' von u und i; unabhängig sind. 
Zu ihrer Besbimmnng setze man in den ersten der Gleichungen (9), 
(10), (H) v = 0, ß = 1; dann folgt (^ = Cg = t^ = 2. Ferner fo^t, 
wenn man die Fundamentalwei-the § 7 Fig. 10 benutzt, 
aus der zweiten Gleichung (9) für u '^ 0: c/=2, 
„ „ „ „ (10) „ u = v = K: c^'= — 2, 

„ „ „ „ (11) „ M = )i = X+iX': <?s' = ~-2fc^ 

Trägt man diese Werthe ein, so ergeben sich schliesslich durch Addition 
und Subti-action aus den Gleichungen (9), (10), (11) die Additiona- 
gleicliungen der drei elliptischen Functionen, nämlich 



3nwi 


mrdns- 


f«. 


cn« 


dn« 






l~f. 








cnMi 


m. + m 


Msnji 


du« 


du« 










i'l- 




duu 


ä"T'' 


'mua 


nuoi 


iMcn 


.V 




1-S' 











cn(» + »)_^ii^=^i^^;ij^';=^-: [- (12) 

dn(» + ,) = 5 

Wir schliessen noch folgende Bemerkung an. Setzt man sn^ u = x, 
an/' V = 11, sn^ (u -{-v^^z, so folgt 

c, , dx dx ( \'X\ 

^* ~ )/(^ ~ W^) ' 

Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x und s. 
Die Gleichung z = sn^ (w -f- 1*)? "^ie sich nach (12) in der Form 
g = f{x,y) darstellt, ist eine Lösung dieser Differentialgleichung mit 
der wülkürhehen Constanten y. Das Additionstheorem von sn u lässt 
sich demnach auch als Integral der Differentialgleichung (13) ansehen. 
So betrachtet erscheint es als ein besonderer Fall des allgemeinen 
Transformationsproblems der elliptischen Functionen, zu dem wir 
im folgenden Paragraphen übergehou. 

§ lö. Das Tranaformationsproblem der elliptischen Functionen. 

Eeduotionen. 

[Zusätze: Äbsclinitl D § n.] 

Das allgemeine oder algebraische Transformationsprohlem 
der elliptischen Functionen besteht in der Aufgabe, eine Differential- 
gleichung der Form 

ds ^ dt j-i^-, 

VW) Vydy 
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WO giz) und y(£) ganze rationale Functionen vom dritten oder vierten 
Grade Ijez. in g und t, sind, dureb eine Gleichung G{z, ^) ^ 0, die 
in und % rational ist, zu integriren oder auch die beiden Differen- 
tiale erster Gattung (1) durch eine solche Gleichung G{z, ^) = in 
einander zu tranaformiren. Die Möglichkeit einer solchen Transformation 
erfordert gewisse Bedingungen zwischen den Coefflcienten von g{B) 
einerseits und ^(i;) andrerseits. 

Indem man die Theorie der doppelt periodischen Functionen be- 
nutzt, kann man dem Transformationsproblem eine zweite Form 
geben. Lässt man einem Werth z ^= a den Werth £ = o 
und setzt man 






so sind die TJmtehmngsfunctionen 

eindeutige, doppelt periodische Functionen mit dem Argument w und 
gewissen Perioden %, x^ und A^, 2,^. Die Aufgabe besteht nun daiün, 
durch eine algebraische Gleichung G[ii,^ = die beiden Integrale 
erster Gattung (2) in einander zu traneformiren oder überhaupt eine 
solche Gleichung G {z, £) ^ zwischen zwei elliptischen Functionen ^ 
und {; mit demselben Argument, aber verschiedenen Perioden her- 
zustellen. Die Möglichkeit einer solchen Gleichung erfordert gewisse 
Bedingungen zwischen den Perioden (xi,«^) von s einerseits und {k^, ^) 
von £ andrerseits. 

In der zweiten Fassung ist die Behandlung des Transformations- 
problema leichter als in der ersten, weil die Bedingungen der Lösbar- 
keit für die Coefflcienten von giß) und y{^ complicirt, die für die 
Perioden («^Ka) '^^'i {Kth) dagegen sehr einfach sind. Wir halten 
uns daher an die zweite Fassung, geben aber zuvor dem Problem eine 
einfachere und bestimmtere Fonn, indem wir die beiden Integrale (2) 
auf die Normalform bringen, was nach II § 4 durch eine lineare 
Transfoi-matiou geschieht. Wir setzen demgomäss, indem wir die 
Moduln der NormalfoiTQcn mit /c und A bezeichnen, 

^ ' J VsW) "^J 2i/(M)' J VHS) V 21/(17^' 

und betrachten der Einfachheit halber x^O und |=^0 als ein zusammen- 
gehöriges Werthpaar von x, ^}) Alsdann tritt an Stelle von (2) die Gleichung 

1) Diese Annahme zieht nach sieh, daes die heiden Functionen (6) gerade 
Functionen von u sind, dass alao zu einem Werthpaar ^w gleiche Werthe von x 
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und an Stelle von (3), wenn wir die Perioden wieder mit (%^ , «j) und 
{l^, Ajj) bezeichnen, keten die Gleielinngen 

x=^f(u,Xi,x^), | = y(M, Al, A3). (6) 

Die Aufgabe der Transformation besteht jetzt darin, die 
Qrössea M und l in (5) ais Functionen des Moduls h oder 
auch die Perioden ij und A^ in (6) als Functionen von Xi,«^ 
so au bestimmen, dass zwischen den Functionen x und | eine 
algebraische Gleichung besteht, die wir wieder (3(3!,g) = schreiben. 

Zur Losung dieser Aufgabe dient folgende Betrachtung. Zu 
einem bestimmten Werth von u gehört nach (0) ein bestimmtes Werth- 
paar x, |. Umgekehrt gehören 

zu einem hestimmten x iinendlieh viele Werthe von ;(, 
nämlich etwa +m und alle diesen mod(%^,x^) congruenten Werthe und 

zu einem bestimmten | unendlich viele Werthe von m, 
nämlich + u' und alle au diesen mod (A^ , A^) congi-uenten Werthe. 

Soll nun zwischen x, § eine algebraische Gleichung bestehen, 
so darf zu einem Werth von x, d. h. zu allen mod (k, , x^) congmenten 
Werthen von + u, nur eine endliehe Zahl von Werthen | gehören 
und imigekehrt darf zu einem Werth von |, d. h, zu allen mod (A^,Aä) 
congruenten Werthen von + w' nur eine endliche Zahl von Werthen x 
gehören. Es würden aber zu der Reihe 

unendlich viele | gehören, wenn nicht zwei Glieder dieser Reihe nach 
den Moduln A^ , A^ congruent wären. Man rauas daher haben 

+ M + e^i = + M + (9 + r) «i - ai., — iX^ 
und ebenso 

±_u-\- 6«.3 = ^- M H- (e + s) K, — cA^ — cU^ , 
wo Q, 6, r, s, a, h, c, d ganze + Zahlen sind. Man erhält so die 
Bedingungen 

rx^ =■■ «A^ -\- hx.^ , s%ä = cA^ + dl^ . (7) 

Dies sind lineare Relationen zwischen den Perioden («j, %) und (A^, A^) 

geböten und elienso gleiche Wertte von |. Dies wäi'e nielit der Fall, wenn man 
Ewei beliebige Werthe x^a, 1 = a als znsammengehörig annühme. Die Formeln 
für den letzten Pall ergeben sich indess mittels des Additdonstheoreins aus denen 
des ersten Falles. 
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mit ganzzahligeii Cocfflcienten. Ihre Auflösung ist von demselben 
Charakter, nämlich 

(8) nl^^===dr«^ — hsx^, n?.^=' — o" % -)- «s stg , wo n = ad — -hc. 
Die Bedingungen (7) sind also nothwendig dafür, dass zu einem 

Werth Ton x eine endliche Zahl von Werthen | und umgekehrt zu 
einem | eine endliche Zahl von Werthen x gehört. Die Bedingungen 
(7) sind aber auch hinreichend dafür, dass zwischen x und | eine 
algebraische Gleichung G{x, ^)==0 besteht. Denn zu demselben Werth 
von X gehören die Werthe + u und alle nach «^, x^ ihnen congraenten 
Werthe von m d. h. nach (7) zu einem Werth Ton x gehören rs Werthe 
von |. Umgekehrt gehören zu demselben Werth von | die Werthe 
-t- u und alle nach l^, l^ ihnen congruenten Werthe von u, d. h. aber 
nach (8) zu einem Werth von | gehören n = ad — ic Werthe von x. 
Also besteht zwischen (x,i) eine algebraische Gleichung (?(x, |) = 0, 
die in x vom Grade n, in ^ vom Grade rs ist. 

Man kann die Gleichungen (7) noch etwas vereinfachen mittels 
der sog. linearen Transformation. Setzt man nämlich 

(9) l^'^aX, + ßl^, X^'^rh + ^k 

und versteht unten- a, ß, y, ö ganze + Zahlen, die der Bedingung 

(10) «« - (Jr _ + 1 

genügen, so heisst die zugehörige Transformation eine lineare, weil 
nach dem Vorigen zwischen zwei elliptischen Functionen mit demselben 
Argument ii und den Perioden (Xi, i.^) und {li',X^') eine Relation be- 
steht, die für beide Functionen vom ersten Grade ist. 

Nach (9) und (10) ist jeder lineare Ausdruck in X^,X^ mit ganz- 
zahligen Coefficienten auch ein solcher in X^', X^ und iimgekehrt; die 
Congruenz nach den Moduln A^, Ag ist daher gleichbedeutend mit der 
Congruenz nach den Moduln X{, X^. Durch Einführung der Perioden 
V) V s*-^^* h^ K S^^* ^^^ Function 'i,^ ip{ii,X^,X^) über in eine 
lineare Function voa 5, Ii = 9i{M) Vj V)» ^^^ ™' ^^ bekannt voraus- 
setzen^). Haben nnn in der ersten Gleichung (7) a imd h den 
grössten gemeinsamen Theiler «j, so dass a = aa^-^ b = (Sa,, so wird 
T%^ = a^ial-i ~|- ßX^, worin « und ß relativ prim sind. Mit Hülfe der 
Kettenbrüche lassen sich dann y und S so bestimmen, dass kS — ßy 
= + 1 wird und man kann die Gleichungen (9) bilden. Benutzt 
mau diese, so geht (7) über in 

(11) r«i = rtiVf sx^ = CiA/+ (?jV- 

l) i'nr die analytische Rehanillvmg der linearen Traasforaiation vgl. D § p. 
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§ l'i. DkiB Transtormationsprobleni der elliptisclien Functionen, 53 

Man hat also das Resultat: 

Damit zwiKehtinden zwei doppelt periodischen Functionen 
X nnd I (6) eine algebraische Uleiehung G{x,^) = (i bestehe, 
ist nofchwendige und hinreichende Bedingung, dass zwischen 
den Perioden x^x^ von x und den Perioden X^^l^ oiler auch 
A/, Ag' von £ ganzzahlige, lineare Relationen yoii der Form (7) 
oder (11) bestehen. 

Das algebraische Transformationsproblem lässt sich nun 
zurückfahren auf das einfachere Problem der rationalen 
Transformation, d. h. auf den Fall, in welchem eine der beiden 
doppelt periodischen Functionen sich rational durch die andere aus- 
drückt. Dies geschieht, indem man die Function | von u mit den 
Perioden Aj, X^ in die Function x von ts mit den Perioden x^, x^ über- 
führt durch Einschaltung mehrerer Zwischenfunetionen |^, Ij, - ■, deren 
jede mit der vorhergehenden durch eine Gleichung von der Form (5) 
und durch gewisse Beziehungen zwischen den Perioden verbunden ist. 
Wir suchen nämlich 

erstens zu | eine Function |^ mit den Perioden (A^', A^'), die definirt 

sind durch die Gleichungen (9) mit der Bedingung (10); 
zweitens zu 1^ eine Function gj mit den Perioden l^'jd^l^', so dass 
also die zweite Periode von ^^ ein ganzaahliges Vielfaches der 
zweiten Periode von 1^ ist, während die erste Periode dieselbe 
bleibt. Die Perioden von 1^ >^^^'^ ^"'^^ ^'^'^^ ^i '^'^^ ^kK' + ^ih' 

drittens zu |g eine Function ^^ mit den Perioden «^A/ = )'Xi und 
SK^f so dass die erste Periode von g^ ein ganzzahliges Viel- 
faches der ersten Periode von 1^ ist, während die zweite Periode 
dieselbe bleibt; 
viertens zu ^^ eine Function 1^ mit den Perioden x^ und s«g, so 
da^ die erste Periode von 1^ ein ganzzehliger Theüer der ersten 
Periode von 1^ ist, während die zweite Periode dieselbe bleibt; 
fünftens zu ^^ eine Function §5 mit den Perioden x^ und x^, so 
daae die zweite Periode von ^5 ein ganzzahliger Theiler der 
zweiten Periode von §4 ist, während die erste Periode die- 
selbe bleibt. 
Damit haben wir, ausgehend von der Function g von u mit den 
Perioden Aj, Ag, die Function ^^^^x von u gewonnen mit den Perioden 
x^jXg, die mit A^, A^ verbunden sind durch die Relationen (7). Die 
hierzu führenden Schritte bestehen (abgesehen von der linearen Trans- 
formation) in der Herstellung einer Function von u, die mit einer be- 
reits gegebenen Function die eine Periode gemein hat, während die 
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54 Viertel' Äljsolinitl. 

andere Periode eiu ganzzahliger Tlieiler der zweiten Periode der ge- 
gebenen Function ist. Ist z. B. x== f(u) eine gegebene Function mit 
den Perioden Mj, Kg und setzt man in (7) r^s^^l; 6 = e = 0; 
(7=1; a = )j, so wird | zu einer Function Yon w mit den Perioden 
;ij , ^2 , die bestimmt sind dureb Aj = — ; A^ = x^ . Die Gleiebung 
G(x^ ^) = ist hierbei vom Grade w in 3; und vom Grade 1 in |; es 
ist »lao | = JR(a:), wo M eine gebrochene, rationale Pimetion vom 
w*"" Grade in Zahler und Nenner. Die durch eine solche Gleichung 
bewirkte Transformation heisst eine rationale Transformation vom 
Grade n. Diese Transformation vfird im folgenden Paragraphen ana- 
lytisch durchgefilhrt. Wir sprechen das Resultat so aus: 

Die algebraische Transformation lässt sieb zurückführen 
auf die rationale Transformation, die darin besteht, ein In- 
tegral erster Gattung mit gegebenen Periodicitätsmodnln in 
ein anderes zu transformiren, welches mit dem gegebenen 
Integral einen Periodicitätsmodnl gemein hat, während der 
zweite Periodicitätsmodul ein ganzzahliger Theiler von dem 
zweiten Periodicitätsmodul des gegebenen Integrales ist. 



Man kann zwei Haupttransforinationen vom w*™ Gri 
(vgl. auch D § n); fcei der ereten wird die erste Periode durcli » getheilt (Divi- 
sion der ersten Periode), bei der andern die zweite Periode {DiviBion der zweiten 
Periode), während jedesmal die andere Periode rmgeSndert bleibt. In § 16 wird 
der erste Hanptfail durohgefiüirt; der Bweite Hauptfall lässt sieb ganz ähnlich 
behandeln oder auch durch lineare Transformation auf den ersten Fall zurück- 
fahren (D § n). 



§ 16. j5.nalytiselie Durcbführimg der rationalen Transformation. 
[Zusätze: Abschnitt D § p.] 

Um die rationale Transformation si'™ Grades (für den 
ersten Hauptfall) analytisch durchzuführen, netzen wir 

und haben dann die Aufgabe, wenn durch dsis erste Integral x als 
doppelt periodische Fimction von is mit den Perioden »1,% gegeben 
ist, die Constanten M nnd X so zu beatimmeu, dasa | eine doppelt 
periodische Function von u mit den Perioden /tj = — , ^ = x^ wird, 
- Dann mnss nach § 15 | eine rationale Function von x sein vom 
Grade n im Zähler und Nenner. 
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§ 16. Analytische Dnrchf villi' nng der riLtioniilen 'rfa,nsfuniii!jtion, 55 

Defiuirfc man K, iK' und entsprechend L, iL' durch die Integi-ale 

1 1/*' 

1- f-^., iL'- r^-, (3) 






i'(ii + 2Z,t) 



iH» + 2iZ',t). W 






(6) 



«, = a/f; X, — 2i"/r; 1, — 2LM; l,_ ~ HI/M. 
Die obigen Gleicliuiigen zwischen den Perioden gellen dalier über in 

Ztu- Lösung legen wir statt x, ^ sogleich die Functionen "j/x, VI und 
ihre Cofunctionen zu Grunde. Von den sechs Functionen 

(8) 



yx, yi, y'i — x, yi — ^, yi^ic^x, yr—?.n 



sind die beiden ersten ungerade, die vier letzten gerade Functionen 
von M. Die Facioren, welche die Functionen (8) annehmenj wenn sich 
u um 2K und 2iK' ändert, sind zusammengestellt in der Tabelle 



(9) 



Man kann nun leicht aus den sechs Functionen (8) solche zusammen- 
setzen, die erstens gerade Functionen von w sind und die zweitens 
die Perioden 2K und 2iK' besitzen, die sieh also naeh den Be- 
merkungen zu Anfang von § 14 als rationale Functionen von x 
allein darstellen. Solehe Fiinctionen sind, 

y^ yr^^ yi_^" 



(rgl. I 


§8) 

1/5 


Yi-x 


l/l — /i'i 


VI 


1/1-5 )/l — i'l 


2K 


— 1 


— 1 


+ 1 


(— 1)- 


(~ 1)- (+ !)• 


ar 


+ 1 


— 1 


— 1 


+ 1 


— 1 —1 



wenn n ungerade ist: 



1 n gerade ist: 



n-',' 



)/(;,i)' |/i-f« 



(10) 
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56 



Vioi'ter Atosolmitt, 



Wir begnügen uns mit der Durchführung des ersten Falles 
(n ungerade); der zweite Fall (n gerade) kann ähnlich behandelt 
werden'-). 

Erster Fall. )i ungerade. Um die Functionen (10) als ratio- 
nale Functionen von x darzustellen, bedarf es der 0^ und oo^ Punkte 
der sechs Functionen (S) in der tt-Ebene, die (mod2K, 2iK') incon- 
gruent sind. Diese 0^ und oo' Punkte sind nach II § 8 (5) enthalten 
in der Tabelle: 





Vi 


VT-i, 


yT=¥'x 


Vi 


VT^'i 


yi — >.'i 


(12) 0' 





K 


K+iK' 


ß. 


K+a, 


K+iK-+a, 


«. 


iK' 


■iK- 


iE- 


iK'+a, 


iK-+il, 


iK' + fl, 



wenn zur Abkürzung ges 
(13) Ü^=?^^^, V 



} wii-d, 
m = 0, + l, +2, 



bilden, 
benutzt, 



Mau kann dies leicht graphisch verfolgen. Figur 13 z. B., die für 
3 gilt, enthält diejenigen der 0^ nnd oo^ Punkte von yl, die im 
Parallelogramm I mit den Ecken 0, K, 
K-\'iK', iK' liegen. Die Kreise o bezeich- 
nen die 0' Punkte^ die um iK' verschobenen 
Punkte X die oo' Punkte von yi. 

Man kann nun leicht die erste Function 

(10) yi : y'x als rationale Function von x 

Aus (12) folgt, wenn man die Gleichung h sn ii sn (%i -\- iK') = 1 



1 Hyg _ 



Ms! 



\U' 



(U) V^ m{u,-k) 

In diesen Produeten ist indess m nicht über alle in (13) ar^egebenen 
Zahlen auszudehnen, sondern da x = »r^ v, eine gerade Function ist, 
nur über die positiven Zahlen »s = 1, 2, ■ -, — - — , welche ver- 
schiedene Werthe von en^jß^ geben. Die Constante Cj in (14) ist =^1, 



1) oder mittels dci' Traiisfoi-Auatioii zweiten Graden 
aligeleitflt werden. Vgl. D § n. 



. dem ersten l'all 
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§ IV. Dia MulUplicatioü dei- ellijjüsclieii Functioiieii. 57 

wie die Substitution m = zeigt. Aus (14) ist ersichtlich, dass in der 
That I eine rationale Function von z ist, deren Gi'ad im Zähler = n, 
im Nenner = w — 1 ist. Damit ist die Aufgabe gelöst; auf dieselbe 
Weise ergibt sich die Daratelltmg der beiden anderen Functionen (10). 
Diese D EU-Stellungen, sowie die Bestimmung von 1 und M als Functionen 
von fc finden sich am Schlüsse von J> % p. 

§ 17. Die Multiplication der elliptischen Functionen. 
[ZusatKO: Abschnitt D % q.] 

Ein specieller Fall des rationalen Tran sforraationsp roh !ems ist das 
Problem der Multiplication der elliptischen Functionen. Das- 
selbe besteht in der Aufgabe, zu untersuchen, unter welchen Be- 
dingungen die Gleichimg 



,,_ r^^_^M f^^, (1) 



in der also beide Integrale denselben Modul k haben, identisch ist 
mit einer Gleichung, die s rational in z ausdrückt. Setzt man wieder 

z = f(u,^„^,)^Hn'(u,Jc), ,^^(u,^„X,)^sn^{^,k), (2) 

so ist jetzt nach (2, 3) g 16 X = X, iL' = iE', also nach (6) § 16 
^, = Mx^, Ag = Mjcg. Verbindet man dies mit den Gleiclmngeii, die 
für die rationale Transformation zwischen den Perioden bestehen und 
die sich aus (7) § 1,5 ergeben, indem man j- = s = 1 setat, so er- 
hält man 

«,-*■(»,, + 6,,), «, _ Jlf (»«, + Äx,). (3) 

Hier Bind zwei Fälle zu unterscheiden. 

Erster Fall. Jtj und Xg sind beliebig. Dann können die 
Gleichungen (3) nur bestehen, wenn sie identisch sind, d. h. wenn 
6 = c = 0, a = d ist. Dann ist also \:M eine ganze Zahl, etwa 
= n (= (! = <?) und die zugehörige Transformation kommt darauf 
hinaus, die Function 

.s = an^(nM, ^) mit den Perioden — , — oder -— ~, -— 
rational darzustellen durch die Function 

X = sn^ (t(, /;) mit den Perioden Jt^fg oder 2K,2iK'. 
Man nennt daher diese Transformation die ganzzahlige Multi- 
plication der elliptischen Function a; = sn^(M, /-;), 
Vgl. (lie Ausführungen in D § q. 
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58 Vierter Abschnitt, § 17, Die Multiplikation der elliptischen Functionen. 

Zweiter Fall. Die Gleichungen (3) sind nicht identisch. 
Dann erhält man aus (3) dnrch Elimination von M für das Verlutlt- 
nias der Perioden — - = v eine Bedingnngsgleichnng von der Form 
a^T^ -\- \t -\- Ci = (wo a, , \ , q ganze Zahlen). 

Hieraus folgt 
2«,jr + ft, = -|/V^^^^4^ = Yd odei' T = —2-^— - 

Da aber das Periodenverhältniss nothwendig complex ist^), so 
miiaa D = h^ — 4%Cj^ < sein. 

Nach (3) ist daher Jtf bestimmt durch 

Eine solche Zahl, die sich aus 1 und }/!) rational zusammensetzt, 
heisat eine complexe ganze Zahl. Man nennt daher im zweiten Eall 
die Transformation eine complexe Multiplication. Unsere Betrach- 
tung gibt also den Satz, dass Multiplication und Division der 
elliptischen Functionen nur mit ganzen Zahlen und mit ganzen 
complexen Zahlen stattfindet. 

1) Ist daa Periodenverhältniss i reell und eine rationale Zahl, so ist die 
zugehörige Function x = f{u) einfach periodisch; ist t reell und irrational, so 
ist X ^ f(ii) eine Constante. 
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Fünfter A.bsclinitt. 

Theorie der elliptischea Functionen, ausgehend Ton den 

Thetafunctionen. 



S 18. Die A 



■ Thetafunctionen nnd iliro Eigenschaften, 



Wir gehen aus von den vier Tlietai'iinctionon, wie sie Jacobi 
len Vorlesungen i) /.u Grunde gelegt hat, nämlieh (wenn !j = 0, + 1, 
2, ■ ■, + ■^) 



»i(») - 



r^^ 



»M-^f"'' 



(1) 



Diese unendliclien Eeiheii convergiren für jeden endlichen Wertli 
der eomplexen Variabeln v unter der Voraussetzimg, daea der Modul 
von q, also | g , < 1 ist. Wir fiiliren neben q zur Abkürzung der ScJireib- 
weise noch eine Grösse z cin^), definirt durch die Gleichung 

log q = iitt oder q = ff"' (2) 
und unterauehen zunächst die erste der Functionen (1), nämlich 
&{v) genauer; aus ihren Eigenschaften ergeben sich die der anderen 
Thetafunctionen^). Die Function &(v) ist, wie man sofort sieht, eine 
gerade Function von v oder es ist 
»(_„)_»(»). (3) 

1) Jacobi, Ges. W, I, S. 601, veröffentlicht 1881; Riemami hat die Formeln (1) 
vermnthlich der ÄbhatwUnng von Bosenliain entnommen, Müm. des savants, Bd. IX, 
18Ö1, oder OsWald'a Klassiker, Heft 65. 

2) Riemann benutzt diese Grösse i nicht, vgl. Anm. S. 35. 

3) Da manche Formeln von Riemann ohne Beweis angegeben sind, vergleiche 
man zum Folgenden Abschnitt C %h.. 
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60 Ffinfter Absoimitt, 

Die Function ff («) hat ferner gewisse periodische Eigenschaften, 
die sich ergeben, wenn man die Grösse v um 1 oder r vermehrt; es 
ist nämlich 

(4) &{v + t) = 9{v), &(v + t) = — q-' e--''"'»(Ti). 

Man Terificirt diese und ähnliche Gleichungen, indem man auf beiden 

Seiten derselben die Reihenentwickelungen (1) einträgt und die TJeber- 

einstimmung der entsprechenden Exponenten von e 

r ~~I nachweist. 

/ / Conatruirt man in der iJ-Ebene ein gerad- oder 

" " ' krummliniges Parallelogramm P mit den Ecken 0, 

^' ' 1, 1 -|- T, T (Periodenparallelogramm, Fig. 1.-1) 

und weiterhin imendlich viele P congruente Pai-allelogramme mit den 

Ecken + m + mt (m, « = 0, 1,2,- ■} und bezeichnet alle Punkte 

(5) iij = » + M + «T ;h » 

als coDgruent liegende oder congruente Punkte, so sagen die Glei- 
chungen (4) aus, dass in allen congruenten Punkten die u-Ebene die 
Function %{v) wieder denselben Werth annimmt, nur noch multipli- 
cirt mit einem von m und % abhängigen Exponentialfactor. 

Die Function %{v) bat endlich die Eigenschaft, für gewisse Werthe 
von V oder gewisse Punkte der «-Ebene zu verschwinden. Für die 
Zahl dieser Nullpunkte im Parallelogramm P gilt der Satz: 

Die Function %{v) hat in P einen einzigen Nullpunkt. 

Die Zahl \i, der Nullpunkte von S'{«) in P ist nämlich, da die 
Function in P nicht unendlich wird, bestimmt durch die Gleichung 

(6) [i2ia = fdlog&(v). 

Das Integral ist zu nehmen über die Begi'enzung von P, so dass bei 
der Umlaufung die F^che zur Linken liegt; es besteht also aus vier 
Theilen mit den Grenzpunkten 0, 1; 1, 1 -f r; 1 -\-r, t; t, 0. Niiii 
ist mit Rücksicht auf die Gleichungen (4) 

J dlog&(v)-\-J dlogQ(v)^J {dl<>g&(:v + i)^dlog&(v)\ = 0. 

Daher hat das Integral auf der rechten Seite in (G) den Werth 2i7i 
und folglich ist ft = 1 (q. e. d.). 
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§ 18. Die vier Thctafunctionen und ihre Kigensc.liaften, ül 

Ebenso findet man durch Betraclituug des Integrals 

j d\og\&{v)^k}, 

dass &(v) in P einmal den Wertli A annimmt. 

Die Lage des Nullpunktes Ton ö'(ji) in P liestimmt sicli nun 
leicht; es ist nämlich 

»(„) = tnr .= _ ; , (7) 

wie sich ergiht, wenn man dies Argument in die Reihenentwiekelnng (1) 
einträgt, wobei sich die Glieder paarweise, nämlich die mit den In- 
dices n und — n — 1 zerstören. 

Man überträgt nun die Eigenschafteu von &(v) auf die drei 
anderen Thetafunctionen (1) mit Hülfe der folgenden Verwandlunga- 
gleichungen, welche diese Thetafunctionen auf die erste ^(v) zarück- 
führen; es ist nämlich 

*.(«)-9"*«"-*{'' + T + -|) . (») 

»,(.)-9(» + i), ) 

wie man ebenfalls leicht verifleirt. 

Hievaus und ans (7) ergeben sich die Nullpunkte der drei 
übrigen Thetafunctionen; es ist 

0, (0) = 0, »^ (~) = 0, «3 (~ + -0 = 0. (9) 

Weitere Eigenschaften erwähnen wir sjiäter an Stellen, wo yie 
gerade benutzt werden. 

§ 19. Die drei elliptiselien runctionen und daa Integral erster Gattung, 
Die drei Quotienten 

m- (?t')' m (1) 

haben als Functionen von v fönende Eigenschaften: 

1) Sie sind eindeutige und gerade Functionen von v. 
Denn •9'{i'), ^^{v), *s(v) sind gerade Functionen, 9-^(v) ist eine 

ungerade Function von v. 

2) Sie sind doppelt periodische Functionen von v mit den 
Perioden 1 und t. 

Dies ergibt sich leicht aus den den Gleichungen (4) § ä8 ent- 
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62 riini'ter AbBctnitt, 

sprechenden und leicht zn bildenden Periodicitätsgleichungen der Func- 
tionen &i{v), ■&a(«), 0-3(1;). 

3) Sie sind in dem Parallelogramm P alle drei = 00^ in 
dem Punkt v = -^\ es ist aber jede in einem besonderen 
Punkt = 0^; diese Punkte sind bezüglich 0, — , — -|- — ■ 
Dies folgt aus den Gleichungen (7) und (9) § 18. 
Allgemein zeigt sich, ähnlich wie in (6) § 18, dass jede der drei 
Functionen (1) von der zweiten Ordnung ist, d. h, dass sie jeden Werth 
in zwei Punkten des Parallelogi'amms P annimmt. Die Lage solcher 
zwei Punkte zu einander ist eine ganz bestimmte. Denn bezeichnet 
man eine beliebige der drei Functionen (1) mit tp(v), so ist ip(^ — v)^^=<p(i>), 
folglich ip (— -y- — -|- — ^) = ?> (y + "!- + «') oder wegen der Perio- 
dicität 



^-.(I+Uf 



Sind daher v^ und v^ die beiden Argumente, für die (p(v) in P den- 
selben Werth annimmt, so ist 

'1 + ". - 1 + » 

oder die beiden Punkte «^ und «.^ liegen syrameti-iscb zu dem Mittel- 
punkt 4 + y ^"^^ ^■ 

Hieraus folgt nun, dass jedem Werth einer der drei Functionen 
nur ein Werth jeder andern Function entspricht. Jede der drei 
Functionen (1) ist daher eine lineare Function der andern und, da 
die 00 Punkte der drei Functionen dieselben sind, eine ganze lineare 
Function der anderen. Man kann demnach, wenn a, h, c und h^ 
noch zu bestimmende Constanten bedeuten, setzen 

(2) a'(^)'~.; i.(||)'_l-., „'(||)'_1-^P.. 

Wir betrachten jetzt die Ableitung von x nach 1;, die sich aus 
jeder der drei Gleichungen (2) bilden lUsst; man bat z. B. aus der 
ersten Gleichung 

^ ■' (IV ctU {9V) 

Diese Function ist wie x selber eindeutig und periodisch mit den 
Perioden 1 und t; sie ist ferner von der dritten Ordnung oder nimmt 
jeden Werth in P dreimal an. Sie wird = 00^ in dem Punlite y, 
dem der Werth x = 00- entspricht, und sie wii'd == 0^ in den drei 
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g ly. Die (Itei ellipti sehen Functionen und das Integral erstec Gattung. fi3 

Punkten v ^0, -^> ~» ~\- ~^? welchen die Wertiie x = 0, 1, 1/h^ ent- 
sprechen. In der That zeigt der Aiiadruck (3), dass dx : dv zugleich 
mit &'i{v) verschwindet und ebenso zeigen die aut> den beiden anderen 
Gleichungen (2) gebildeten Werfche von dx : de, da&s diese Function 
auch mit 9^{v) und Q'^{v) vei-sch windet. Man hat daher, vpenn C eine 
noch zu bestimmende Constante ist, zwischen j, und dx : do die Be- 
ziehung (vgl, auch erster Abschnitt § 2 &1. 4) 



Cäx:dv = 2yw-l — x-l — li'x 
oder 



^h 



(4) 



d, b. V ist das Integral einer algebraischen Function von x, nämlich 
das für alle Werthe von x endlich bleibende Integral erster G-at- 
tung. Setzt man mm mit Jacobi 

J 2/0^.1-^. l-.fe>.r' '- > 

l 1/4' 

K^ l^'^dx, iK'= fP^dx, (6) 

SO entsprechen sich die Werthsysteme 

«-» 1 4- + i i 1 

m 



x — O 1 


1/t' 


.1 — K 


K + iK' 


ler erliäll iimn am (4—6) 




V — Cu; i- , 


= CJf; i 



also C = ^-^ und 

u %K' 1 K' ,^,^ 

Fühlt man m statt v ein und benutzt die Jacobi' sehen Bezeichnungen^) 
"|/x = an i(, ]/l — ^ = cn ii, yi — ft^^^ = dn m, (9) 

so erhält man für diese „elliptischen Functionen" nach (2) die 
analytische Darstellung 

an u = a -^ , cn m = b ~ , dn « = c ^^ ■ (lUj 

1) ia do!' AbkiU'noiig von (iudenuann. 
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04 Piinfter Absolmitt, 

Um die Constanteii a, h, c und h^ zn bestimmen, führen wir 
in (10) die specieliea Werthe (7) ein und berjutzen dabei dio folgenden 
Verwandiangsformeln der Thetafunctionen (rgl. § 18 Grl. 8): 

U {v + ^)^&,[v), * (,; + i- + |)=g-V*^/'«v^^(„)^ 

(11) U,(v^-^)^»,{v), *^(„-[li- + A)=^i.Me-'-Sv(t)), 

sowie die Abkürzung 

(12) 0,(0) = 0;. 

Setzt man in der zweiten und dritten Gleichung (10) :r = 0, j; = 0, 
so erhält man 

setzt man in der ersten und dritten Gleichung (10) a:=l, v = - -, 
so erhält man, wenn li' = yi — h^, 

I ^ ?? T.' ^ *■ . 

setzt man in der ersteu und zweiten Gleichung (10) 



so folgt 

1 &, ik' ., 9 

-,- = ((—, ;- = — ^"H.-- 

k &^' k öj 

Aus der Vergleiehung der beiden Formeln, die bez. a, h, c ent- 
halten, folgt 

(13) »»_|, i'-!;^, »»-r. 

Hiermit sind die Constanten a, h, c durch 'k und h' aus- 
gedrückt. Führt man noch in die Thetafunctionen u statt v ein und 
bezeichnet die vier Thetafunctionen (1) § 18 alsdann mit ®{u), 0i(**), 
©^(m), ®3(m), so erhält man 

(14) sn« = :^^', ,nu = y^^>, änu-^Y>^^>- 

Es ist noch k und fc' durch r oder r/ auszudrücken; dies ge- 
schieht durch die Gleichungen 

die aus den obigen Gleichungen durch Elimination von a, h, c folgen. 
Ist die Grösse q in den Thetareihen reell, so sind dio Quotienten in 
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§ 20. Da,s elliptiaclie Integral dritter und Kweiter Gattung. 65 

(15) reell und positiv. Hieraus sebliesst man, daas auch bei all- 
gemeinem Werth von q das Vorzeiclien von Yk und yh' in (15) ao 
zu nehmen ist, dasa der reelle ITieil dieser Wertlie positiv ist. 

Wir merken noch für den Gebrauch im Folgenden die Vei-vraud- 
lungaformeln an 

die sich leicht aus (14) und den Venvandlungaformeln der Theta- 
funetionen ergeben. 

§ 20. Das elliptische lategral dritter und zweiter Gattung. 

Die Function 

log &{u — a) — log &(u~h) (1) 

ändert sich nach (4) § 18 nur um eine Constante, wenn m um eine 
der Perioden 2K oder 2iK' wächst; sie ist folglich das Integral einer 
algebraischen Function von X'=sa.^u. Da &(u) eine gerade Function 
von u ist, so wird die Function (1) gleich 0, wemi m — a = — w + 6 
oder M == '~r - • Nimmt man der Einfachheit halber a -|- & = au, 
so kann man setzen 

log @(u — a) — log &(ii -|- ») = / tpudii. (2) 

Die Function ip(u) ist eine algebraische Function von ;r = sn*w; 
sie ist nach (7) § 18 in den Punkten u=^ + a-\-iK' und den homo- 
logen Punkten co^, in allen anderen Punkten der M-Ebene dagegen 
endlich; daher hat f{u) die Form 

■^w- ..-.-';"'(:+ -ttT+«.- p) 

Zur Bestimmung der Constauten dient die Bemerkung, daas 
nach (2) und nach (7) § 18 {u — a — iK')ip(u) für u = a-\-iK' gleich 
1 sein muss. Man erhält dalier aus (3), wenn man die Formeln (16) 
§ 19 benutzt, 

^_ ra sn u cn M dn ul 2 cn adn a 

Ea wird also, wenn man abermals (16) § 19 benutzt, 
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66 Fünfter Abschnitt. 

Führt maa nun nach Jacobi das Integral dritter Gattung 



(5) n{u,a)=ß-^^^^ 



.dna 



-du 



ein, so erlitt man die Daretellung 

(6) log (u — a) — log ©(m + ff) = 2n(u, a) -[- C^u. 

Um die Constante C^ auszudrücken, führt man mit Jacobi die 
Function 

ein. Für sie gelten nach (3) und (4) § 18 die Gleichungen 

(8) Z{~ m) = — Z{ti), also 2(0) = 
und 

(8a) Z(u-\-2E)^Z{:u), also Z(K)=0. 

JJun ist nach (2) 

(9) ^iu)=^Ziu-a)-~Z{u + a) 

und hieraus, sowie aiia (4) folgt, wenn man m =^ setzt: Cj == ^ 2 Z(a). 
Man hat also schliesslich statt (6) die Darstellung 

(10) log &{u — a) — log @(m + a) = 277(m, d) — 2uZ(a). 
Durch Vertauschung von u mit a folgt 

log ©(-M — ß) — log ® (m + ») = 2 J7(«, «() ~ 2MZ(if) 
und aus beiden Gleichungen 

(11) n(u, a) — uZ{a) = n{a, w) - ftZ(tt); 

d. i. der Satz der Vertauschung von Parameter und Argument 
im Integral dritter Gattung. 

Da die Function Z(y) sich nur um Constanten ändert, wenn ii 
um eine der Perioden 2K oder 2iK' wächst, so ist auch sie das In- 
tegral einer algebraischen Function von sn^ m. Zur Bestimmung der- 
selben beachte man, dass nach (7) § 18 Z{u) für u = iK' unendlich 
■wird wie 1 : («t — iK') und sich entsprechend verhält in allen homo- 
logen Punkten der M-Ebene. In denselben Punkten und in derselben 
Weise wie Z{u) wird aber auch das Jacobi'sche Integral zweiter 
Gattung, nämlich 



(12) ,B(,.)=/an'. 



du 



unendlich. Daher ist Z{u) — i'(M) ein allenthalben endhches Integi-al 
erster Gattung oder gleich einem Ausdruck Au -\- S. Die Constanten 
A und B bestimmen sich durch die Substitutionen m = und u = K. 
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§ 30. Das elliptische Integral dritter und aweiter Gattung. 67 

Setzt man M{IC) = -E und beachtet die Gleicliungeii (8) und (8a), 
so folgt 

2W = -EW-|w. (13) 

Hieraiia cntnelimen wir nocli die Formeln 

^■(»)--a»'«-|, z'(o)-i-|- (11) 

Man kann die Gleichung (10) leicht verallgemeinern. Ist li [u) das 
Integral einer algebraischen Function von sn^ it, das im Parallelo- 
gramm P logarithmisch wird in den Punkten u = cc^, ■ ■, (Cai, bez. wie 

jlilog(M — «i), ■■, A^log{u—a^), so mnss die Summe A^-j |-J™=0 

sein, wie sich daraus ergibt, "dass das Integral j dllu, über die Be- 
grenzung von P geführt, = ist. Bildet man nun mittels der un- 
geraden Thetafunction ®i(w) den Äusdmck 

n,{u) = A, log @^ (m - «,) -f . . + ^, log ©, (li ~ ..„,), 
ao wkd die Differenz JT — IJ^ in P nicht mehr unendlich. Femer 
ändert sieh bei Vennehrang von u um eine der Perioden 2K oder 
2iK' n nur nm eine Constante; dasselbe gilt wegen der Bedingung 
_^Ai = von n^, also auch von Ü^-TI^. Aus dieser Eigenschaft 
folgt, dass n — ■ iJ] ein Integral erster Gattung oder von der Foi-m 
Äu -f- IS ist. Daher hat man für J7(w) die Darstellung 

JI(«) _ A log ®, (»-«.) + ■■ + A, log ®(» - ».) + AU + B, (16) 
WO die Constante A in ähnlicher Weise wie in dem obigen speciellen 
Fall •IM. bestimmen ist. 

§ 21. Differentialgleichung für K und K'.^) 

In (15) § 19 sind die Quotienten der drei Grössen ®, ®^, ©j, durch 
h und ¥ ausgedräcH; wir geben zum Sehlusa noch die Darstellung 
dieser Grössen ©, ©g, ©^ selber durch Ti und li'. Hierzu ist eine 
Voruntersuchung Über die Grössen K und K' nothig, die bereits 
durch die Gleichungen (6) § 19 als Functionen von i^ definii-fc wurden. 
Zum genaueren Studium dieser Functionen, besonders auch zur Be- 
rechnung derselben durch Reihen, dient eine Differentialgleichung, 
der gleichzeitig beide Functionen K und K' genügen. Um diese Dif- 
ferentialgleichung zu entwickeln, setzen wir zur Abkürzung 
____^ li^ = l, Ä'^=l— A==?.' 

1) Legendre, Traiti5 des fonct. eil., Tom. I, C^p. Xm. 
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Ö8 Fünfter Abachiiitt. 

und gehen aus von dem Integral erster Gattung (5) § 19 oder der 
Gleichung 

(1) ^S = ^~* (1 ~ ^r^ (^ — ^^y^ ■ 

Durch Differentiation nach A folgt 

(^iS -l^"ni-»')^"'(i-»«)-"', 

(2) a. 

2 /rö — Ti«'" (1 - «)'"' (1 — »^)""' , 
l oajci* 4 ^ ■' ^ '^ ' 

oder, wenn man die Identität (1 — X)x = {l — Xx) — (1—x) benutzt, 

Andrerseits wird, wenn man die Identität l — x = (l-~lx) — x(l^X) 
benutzt, 
j^ [3^/2 (1 „ xy/2 (1 -- Aa;)-=/sj == -i- a^ Vs (i „ 3:)-i/s (i „ Xx)-^'^ 

\-^l-{i-~2)x^i^{i—x)-y^{i~ix)-^'^+~xx^/^{i—xy^^{i—xxy-^'''. 

Mnltiplieirt man die Gleickung (1) mit 1/2, (2) mit l~2, (3) mit 
— 2X, addirt und vergleicht mit (4), so erhält man 

Integrirt man nun von x = bis x = 1, wobei die rechte Seite Null 
wird, und berückaichtigt, daas 

so erhält man zunächst 

(6) i(l-l)g: + (l-2J)|f-i/t_0. 

Hierin kann man, wie (5) zeigt, l, K durch X', K' ersetzen. Pülirt 
man wieder X ein, ao erhält man für K' die Differentialgleichung 

also dieselbe Gleichung wie für K. Multiplicirt man (6) mit K', (7) 
mit K, subtrahirt und integrirt nach X, so erhält man 

(8) i(i-»)[jr-f -E'|f]-c, 

wo die Integrationseoiistaiite C von k unabhängig ist, 
1) Ygl. II § 6 ai, (5). 
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§ 21. Differentialgleicliung fiiv K uml IC. 69 

Zuv Bestimmung von G dient eine beaondei'e BetrachtHiig. 
Man kann nämlich «eigen, dafa die Gleichung besteht^) 

7f-.-i£logJ-|JlogigÄI. (9) 

Beim Beweis machen wir zur Vereinfachimg die Voraussetzung, 
dass W = k reell, positiv und < 1 sei. Zieht man in der x-Ebene 
eine in sich zurückkehrende Curve G, welche die Punkte a: = 0, 1, -r-, oo 

umgibt, so ist das Integval / log ( — x) j- die in dem Theil der x-Ehene, 
der diese Punkte nicht enthält, allenthalben eindeutig und stetig und 
folglich sein Werth ausgedehnt über die Curve C gleich 0. Man denke 
sich nun (Fig. 15), die Curve derart zusammengezogen, dass sie zu 
beiden Seiten der positiven reellen 
Äxe der a;-Ebene verläuft, aii der 
wir, von nach + oo blickend, 
eine linke und rechte Seite unter- 
scheiden. Nimmt man log ( — x) ^^^ ^^ 
für negative reelle Werthe von x 

reell, so hat man links von der Axe log( — ic) = log3; — ix und 
rechts von der Axe log (— x) = log a; + ist, wie sich ergibt, wenn 
man den Punkt a; = auf einem Halbkreis umgeht. Beachtet man, 
dass längs der Integrationscurve C links Ton der Axe du zwischen 
und 1 positiv reell, zwischen 1 und l/l positiv imaginär, zwischen 
1/J, und <x negativ reell ist, femer dass rechts von der Axe du 
zwischen und 1 negativ reell, zwischen 1 und 1/X positiv imaginär 
und zwischen l/l imd oo positiv reell ist^) und bezeichnet man den 
Modul von dii mit ((7m), so setzt sich das Integral über die geschlossene 
Linie C zusammen aus folgenden Theilen: 



I) Die allgemeine Theorie der linearen Differentialgleiclmngeii sweiter Ordnung 
lehrt, dass ein erstes Integral von (6) von der Form iat ff = y % (J.), wo ^^ (X) eine 
bestimmte, aact ganzen, positiven Potenzen von Ifortsclireitende Reihe ist, und dass 
ein aweitee Integral von (6) von der Form ist K' = — -^[log X^^ß) + %_(X)], 

wo %(X) eine ebensolche Eeihe ist wie %(X). Die heiden Eeihen ^„(1) und 
$j(l) hat schon Legendre aufgestellt (Traite, i, p. 65), Das letztere Integral ist 
es, für das Riemann die Form (9) und den obigen Beweis g^eben hat. 
S) Vgi II § 5 und A § a. 



y Google 



Fünfter Abäolinitti. 



Q^ f (log x-m){>ht)i^ if (log x-'rn) {du) -^f {log X- in) (du) 

(. 1 Iß 

- J(log X -\- iit) {du) + i J(log x-Yi^) (du) +j (log X + i%) (du) 

otler 

(10) 0^2 I log X {du) + 2jr / (t^w) + 2 J log a; (dw) . 

Das letzte dieser Intogralo wird, wenn man I : Xx für x setzt, 

(11) - - 2 Jlog (i) (Ä,.) - 2 log « J(d») + 2 J'log X (*.)■ 
Daher folgt ans (10) nnd (11), wonn man die Werthe (5) einführt, 

3E^' + ^logA + '2 flog X {du) ^0, 

womit (9) bewiesen ist. 

Nun läast sich das letzte Glied in (9) in eine Potenzveihe ^ (J.) 
entwickeln, die nach ganzen, positiven Potenzen von X fortschreitet; 
es ist also 

JE---! logl + siäW, ^'--ä-'v^lf +!|ä'W- 

Benutzt man diese Gleicliung, ao nimmt die linke Seite von (8) 
den Werth an 

- ^' (1 - i) + ni - i) [^r w - If 5p (j)] . 

Dieser Werth ist nach (8) eine von A nnahhangige Constante 0; man 
erhält für C, indem man etwa A = 0, also ff = — setzt, den Werth 
"- nnd hat damit die Gleichung 

(12) j(i_i)[^«:_/r|?]_^.|-, 

oder anch, da ^ -|- ^l' = 1 ist, 

(12.) jj.[if«: + jr«i?]_ + |. 

Hieraus folgt tllr log q^im— - ir^. (2) § 18 niiä (8) 8 19 

, . a^ dl n^ M 

(13) ,1 log , - !« (i. -. jj^ j-jp-j-^ - j-jf, j(j-:^ ■ 
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§21. Differentialgleichung fc Jff und jr. 71 

Im Anschluss iiieran entwickeln wir noch ein paar Gleichmigen 
die sich auf die za dem Integral zweiter Gattung (12) § 20 ge 
hörigen Integrale i' und E' beziehen, nämlich 

Bildet man statt der Gleichung (4) die folgende 

^[.«(i_^)v.(i_j.)-./.]_(i_.)||^.|| + !S(l=i^|^ 

so fühi't die Integration nach x von bis 1, da die linke Seite vei'- 
sch windet, auf 

oder 

js_rji:+äAr?J-(i-t»)^|f?. (i6) 

Vertjinscht man l mit l', wodurch K und E in K' und E' über- 
gehen, so folgt 

E'==lK-~\-2XX-^-^- (16) 

Aus den beiden letzten Gleichungen erhalt man mit Hilfe von (12) 
oder (12a) die bekannte Legendre'sche Relation (Traite, I, p. 72) 

KE' + EK' — KK' = y ■ (17) 

Man kann die Gleichungen (15) und (16) benutzen, um für E und E' 
eine lineare Differentialgleichung herzuleiten, die der Gleichung (6, 7) 
für K und K' ähnlich ist. 



§ ^2. Daratellnng von ®, 0^, @^ durch, fc. 

Die vorstehende Untersuchung führt nun auch zur Darstellung 
der Functionen @, &^, ©j durch die Grösse fc. Wir bilden zu- 
nächst eine Differentialgleichung für @ als Function von q oder t und 
darnach eine solche für @ als Function von A = fcl Dio Function ^(k) 
war deiinirt durch 

»w-2(-i)"3'<'-""'-2(-i)-«""«"""'- (1) 
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72 rünfter Absotnitt, § 22. Darstellung von 9, ©,, 0, diircli !;. 

Hieraus erkält man unmittelbar die Differentialgleichung 

oder 

(2a) 4«--g^- = ~j^~ + (""^-) ■ 

Setzt man v ^ und berücksiclitigt, dass O''(0) = ist, so folgt 
aus der letzten Gleichung 

(3) 4i«^|J»[^l-].^^ 

Führt man statt v und t die Gbösaen u m\A A ein m.ittels der 
Gleichungen u == 2Kv und (13) § 21, schreibt & i'ür 3' und ersetzt die 
rechte Seite in (3) nach (14) § 20 durch 1— r^, so erhält mau 

oder wegen (15) § 21 

d log & = -^d log ff -f- -„- rf log h' 
und hieraus durch Integration 

(4) @=ci/Jä'". 

Zur Bestimmung der von k unabhängigen Constanten C setze man 
Jc, = 0, /c'=l, Z = 0; dann wird -ff=-|-, -ff'= + oo (nach (9} § 21); 
5 = 0, ®=1, also C'^y—- Damit ergeben sich aus (4) und den 
Gleichungen (15) § 19 die gesuchten Werthe 

«=i/^. «,=y^. «.=1/?, 

während @, = ist. 
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Zweiter Tlieü. 

Erläuterungen nnd Ergänzungen. 

Abschnitt A. 
Vorbereitende Sätze zum zweiten Abschnitt, 

% a. Die zweiwerthige Function ?/ = Ylx, ^) 
und. ihre Verzweigungsfläcbe T. 

Im ersten Theil (§ 3) wurde die Theorie der elliptischen Functionen 
; auf eine Gleichung zwischen zwei complexen Varia- 
hein X und y von der Form 

jf^ = X -1 — X -l — k^x = (x, h), (l) 

wobei der Modul F reell, positiv und kleiner als 1 voraiis- 



Die Eigenschaften die. e Gle h g nd 1er durch, sie deiinirten 
Function y von x dürfen a s 1er all^iCm uen F mctionentheorie als be- 
kannt vorausgesetzt werde wi gebe Iahe r eine kurae Zusammen- 
stellung dieser Eigenschafte ohne Bewe s 

Die Variable x denke man sn.h geometrisch dargestellt in einer 
Ebene, der ^-Ebene, die im Unendlichen geschlossen ist wie eine un- 
endlich grosse Kugel, so dass auch dem Werth x = oo nur ein Punkt 
der 3;-Ebene entspricht. Die durch die Gleichung (1) definirte Func- 
tion y ist zweiwerthig; jedem Punkte x entsprechen zwei entgegen- 
gesetzte Werthe J/i = + Y^^ ^) ^'^^ J'a = — y(x, it). Die beiden 
Werthe fallen zusammen in den vier reellen Punkten 3^ = 0, 1, 1/fc^, oo, 
welche die Verzweigungspunkte der Function^ =]/(a:, /c) heissen. 
Die gerade Linie von ^ oo bis -|- oo, auf welcher diese Punkte liegen, 
soll die Axe der :);-Ebene heissen. Indem man Polarcoordinaten ein- 
fährt, deren Pol einer der drei im Endlichen liegenden Verzweigungs- 
punkfce und deren Äse etwa die Axe der at-Ebene ist, beweist man 
leicht folgende Sätze: 
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74 Abschnitt A, 

(I) Beschreibt x eine geschlossene Curve, die entweder einen 
oder drei Veraweigungspunkte einmal i:imliiuftj so ändert 
die Function y = Y^, ^) i^r Zeichen oder so geht jeder der 
beiden Werthe j/^ und i/^ in den anderen üher. 

Beschreibt x eine geschlossene Cui've, die entweder 

keinen oder zwei oder Tier Verzweignngapunkte einmal 

umläuft, so bleibt die Function y'=y{x,'k) ungeändert oder 

so geht jetter der beiden Werthe j/j und j/^ in sich selber über. 

Hieraus folgt, dass so lange man in der einfachen a;-Ebene 

operirt, der Werth Yon j/, den man von einem Punkt x^ ausgehend in 

einem anderen Punkt x erhält, abhängig ist von dem Wege awischen 

den beiden Punkten x^ und x. Verschiebt man den anfänglichen Weg 

über einen (oder drei) Verzweigungspunkte, so erhält man den dem 

ursprünglichen entgegengesetzten Endwerth. 

Der Werth der Function j/ = ^f{^, li) wird nun von dem Wege, 
auf dem man ihn erhält, unabhängig und der Verlauf der Functions- 
werthe sehr anschaulich, wenn man als Ort der Variabein x nicht die 
einfache «-Ebene betrachtet, sondern eine über derselben zwei- 
bl'attrig ausgebreitete Fläche T, die sog. Vei-aweigungsfläehe 
der Function y. Diese Fläche verwandelt die in der a:-Ebene zwei- 
werthige Function y in eine cinwerthige Function des Ortes in 
der Fläche. Sie ermöglicht dadurch die Anwendung der Sätze über 
einwerthige Functionen und ihre Integi'ale auf die Function y oder all- 
gemeiner auf rationale Functionen von x und ij and deren Integi'ale. 
Die Construction der Verzweigungsfläehe T ist folgende. Man 
breite Über der a^-Ebene zwei geti-ennte, im Unendlichen geschlossene 
Blätter aus und markire in beiden die Verzweigungspunkte 0, 1, 1/J;^, oo. 
Man durchschneide ferner beide B!fötter längs der Axe zwischen den 
Punkten und 1 und den Punkten \jW und oo und verbinde alsdann 
die Blätter wieder längs dieser Strecken (der sog. Verzweigungs- 
linien) kreuzweise oder so, dass sie sich gegenseitig durchdringen. Die 
Umkreisung eines beliebigen Verzweigungspunktes führt alsdann aus 
dem einen Blatt in das andere, eine zweimalige Umln-eisung wieder in 
das erste Blatt anräck. Die Verzweigungspunkte heissen wegen dieses 
Verhaltens auch Windungspunkte der Fläche. 

In der so gewonnenen, zweibMttrigen, in sich zusammenhängenden 
Veraweigungsfläche T ist jeder Punkt nicht durch den zugehörigen 
Werth von x allein, sondern erst durch ein zusammengehöriges Werth- 
paar (a;, y) charatterisirt. In zwei übereinanderhegenden Punkten der 
beiden Blätter hat x denselben Werth, y aber entgegengesetzte Werthe. 
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§ a. Die zweiwerthige Function »/ ~ Yi^eji) und ihre Verzweigung sflü che T, 75 
MaE überzeugt sieh mittels der Sätze (I) loicht, dass die Function 
y = y{x, Ic) in T allenthalben einwerthig ist oder dasa sie in jedem 
Punkt von T, unabhängig von dem zii ihm führenden Wege, nur einen 
bestimmten Werth hat. Man sagt daher auch, die Function y sei ver- 
zweigt wie die Fläche T. 

Für die Function y gelton die folgenden Reihenentwiclielungen. 

Ist X == a kein Veraweigungspunkt und ist in ihm y^-A-h, 
so hat man Ent Wickelungen von der Form 

y^ = — }> — A^{x — a) — A^(x — df -\- ■ ■] 
Die erste Reihe gilt nur im ersten Blatt in der Umgebung des Punktes 
(x=^ a, y = b), die zweite nur im zweiten Blatt in der Umgebung 
des Punktes (3: => (X, y ^ — h). 

Ist x^==a ein im Endlichen liegender Verzweigungspunkt 
(« = 0, 1, l/Zc^), so hat man in der Umgebung von x = a, y = 
die Entwickelungen 



(3) 



»1 = + (^ - ")"'m(a: - «) + B,(s - «)- + ■ -J j 

!/,--(«- «)"" [A (I - <.) + A («-")'+■ -ir 

Von diesen Reihen setzt sich je nach einem Umlauf von a; um « die 
eine in die andere fort. 

In der Umgebung des Verzweigungspunktes x=^ao, j/= 00 
gelten die Entwickehmgen 

von denen wieder die eine in die andere Übergeht, wenn x den Punkt 00 
einmal umläuft. 

Die Convergenzkreise der Reihen (2, 3, 4) gehen jedesmal durch 
denjenigen Verzweigungspunkt, der dem Entwickelungscentrnm {a, cc, 00) 
am nächsten liegt. Die Coefficienten der Entwickelungen können durch 
den Taylor'schen Satz bestimmt werden. 

Es ist zweckmässig und besonders bei Abzahlungen vereinfachend, 
folgende Ausdrueksweise einzuführen. lst(x^a,y = 'b) ein einfacher 
Punkt in einem bestimmten Blatt von T (kein Verzweigungspunkt), 
so wird in ihm (für das zugehörige Blatt) die Grösse x — «als un- 
endlich klein von der Ordnung 1 oder durch 0^, die Grosse (x — ß)~^ 
als unendlich gross von der Ordnung 1 oder durch oo'- bezeichnet, 
also z. B. (x — ay^Of und (x — 01)-'' = 00." gesetzt. Ist («=«, y = 0) 
ein Verzweigungspunkt im Endlichen von T, so wird in ihm (x — ß)^''^=0^ 



y Google 



76 Abschnitt A. 

und (x—a)~^^^ = oo^ gesetzt; für den Verzweiguii^punkt {^= oo, j/ = oo) 
soll z~''/^ == 0^ und a^''' = oo^ sein. 

Für spätere Verwendung soll liier noch die Vertheilung der 
Punetionswerthe von y = y{x, h) au })eideü Seiten der Axe 
und in beiden Blättern der Fläche T angegeben werden. Wir 
unterselteidea dabei, in jedem Blatt längs der Axe von — oo nach 
-}- oo blickend, eine linke (I) und eine rechte (r) Seite der Axe. 

Die Werthe von y \a T sind eindeutig bestimmt, sobald man in 
einem Punkt eines bestimmten Blattes der Fläche den Functiona- 
■werth y festgesetzt hat. Wir nehmen an, es sei in einem Punkt x = a 
der Axe zwischen imd 1 im oberen Blatt und links von der Ase 
y = y(a, h) = -}- Ä, d. h. positiv reell und bilden nun von a aus die 
stetige Fortsetzung der Function y längs der Ase. Damit die Fort- 
setzung eindeutig sei, muss man jeden Verzweigungspunkt auf einem 
unendlich kleinen Halbkreis umgehen. Um dies analytisch zu ver- 
folgen, sei x = cc ein Verzweigungspunkt im 

r^ Endlichen von T (Fig. 16) und es seien k -\- s 

"'^ ""' und K — B zwei ihm unendlich nahe Punkte (e un- 

^^^' ^^' endlich klein), die ein Halbkreis vom Mittelpunkt « 

und vom Radius e verbinde. Setzt man x — k = e ■ e'f und lässt <p 
von bis je wachsen, so beschreibt x einen Halbkreis im Sinne der 
wachsenden Winkel oder wie wir sagen in + Richtung, die in der 
Figur durch den Pfeil angedeutet sei. Dann gut der Hilfssatz: 

Hat Yx ^ K im Punkt x ^ a -\- s den Werth + 8^^^ (positiv 
reell), so erhält "j/a; — «, nachdem x den Halbkreis im -|- Sinne durch- 
laufen hat, den Werth + s'-^^ ■ ^"^^ = + u^'^ (positiv imaginär). 

Wir sagen kurz: Yx -^^ nimmt den Factor + * ( — *) ^"^j wenn 
X den Halbkreis in + ( — ) Richtung durchläuft. Benutzt man diesen 
Satz und beachtet, dass die Function y = Yi^> ^ entgegengesetzte 
Werthe hat in je zwei Pmikten, die in den beiden Blättern über- 
einander liegen, also z. B. auch entgegengesetzte Werthe in zwei 
Punkten desselben Blattes, die einander unendlich nahe aber za ver- 
schiedenen Seiten der Verzweigungslinien Ol und 1/h^ao liegen, 
so ergibt sich für die Werthvertheilung von y = Y(pj ^) ^^ 
beiden Seiten der Axe im oberen und unteren Blatt fol 
gende Tabelle, in der A und S positive, reelle Werthe bedeuten, 
die natürlich nicht constant sind, sondern von Punkt zu Punkt 



y Google 



X liegt zwischen 


Oundl 


lmidl/i> 


l/*>,mdoo 


— (XJundO 


Werth von »/ oben links 


+ ^ 


— iB 


— A 


+ iB 


„ „ „ „ rechts 


— A 


— iB 


+ A 


+ iB 


„ „ „ unten links 


~A 


+ .-B 


+ A 


-iE 


„ » „ it rechts 


+ ^ 


+ iB 


— A 


^iB 



(5) 



Man kann diese Tabelle auch durcli eine Zeichnung ersetzen- Wir 
len in Figur 17a, b nicht die Werthe von y, sondern die von l:y, 



^o^f-o-^^- o ::; o - 



iinlcn leiJ.ls + US ^-J ^ ^-1 W^ - iü \J -A ^-^ * iJi 

längs der Ase im oberen und unteren Blatt, da gerade diese bei 
den Wertiibestimmungen des Integrals erster Gattung später ge- 
braucht werde]!. 

Die im Vorigen coustruirte Verzweigungsfläche T dient auch als 
Grundlage bei der Untersuchung der rationalen Functionen von x 
und y (g b). 

Für die Untersuchung der Integrale solcher Functionen, 
der sog. elliptischen Integrale (besonders für die Bestinunung der 
Periodicitätsmoduln dieser Integrale) (s. A § c und II § 5), ist 
aber noch ein weiterer Umstand von Wichtigkeit. Die Fläche T ist 
nämlieh nicht einfach zusammenhängend und es bedarf gewisser 
Querschnitte, um sie einfach zusammenhängend zu machen. Um 
dies zu erläutern, erinnern wir an die folgenden Erklärungen und 
Sätze aus der allgemeinen Functionentheorie. 

ßine beliebig im Eamn gelegene Fläche heisst einfach zu- 
sammenhängend, wenn in ihr jede geschlossene Linie für sieh allein 
die vollständige Begrenzung eines Fläehentheües bildet^ eine solche 
Fläche ist stets von einer einzigen Linie begrenzt. 

Eine Fläche heisst mehrfach zusammenhängeud, wenn es in 
ihr geschlossene Linien gibt, die nicht für sich allein, sondern nur im 
Verein mit Randcui-ven dei' Flache die vollständige Begrenzung eines 
Fläeheutheiles bilden. 
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Das einfachste Beispiel einer einfach zusammenhängenden Fläche 
ist etwa eine Kreisfläche, das einer mehrfach zusammenhängenden Fläche 
eine an mehreren Stellen durchlöcherte Kreisfläche. 

Querschnitt beisst ein Schnitt, der von einem Randpunkt der 
Fläche durch das Innere zu einem andera ßandpunht führt, ohne da- 
zwischen den Rand der F^che zu berühren oder zu überschreiten. 
Werden mehrere Querschnitte nach einander gelegt, so sind jedesmal, 
nachdem ein solcher Querschnitt gelegt ist, seine beiden Ränder mit 
zur Begrenzung zu rechneu. 

Eine mehrfach ausammonhängende Fläche A lässt sich stets 
auf Yeraehiedene Arten durch Querschnitte in eine einfach zu- 
sammenhängende Fläche Ä' verwandeln. Für aUe diese Vei^waud- 
lungen ist die Zahl der Querschnitte die gleiche. Ist diese Zahl 
= j», so heisst die Fläche m + 1-fach zusammenhängend. 

Ist eine mehrfach zusammenhängende Fläche geschlossen, d. b. 
ohne Begrenzung wie z. B. die Oberfläche eines Ringes, so macht man 
sie zunächst durch Ausscheidung eines beliebigen Punktes (oder kleinen 
Ereises) zu einer begrenzten Fläche, Die weitere Verwandlung in eine 
einfach zusammenhängende Fläche geschieht so, dass der erste Quer- 
schnitt ein von diesem Begrenzungspunkt ausgehender und in ihn 
zurückkehrender Schnitt ist. Die Zahl der Querschnitte, die erforder- 
lich ist, eine geschlossene Fläche in eine einfach zusammenhängende 
Fläche zu verwandeln, ist stets gerade. Denn die Begrenzung einer 
einfach zusammenhängenden Fläche besteht aus einer Linie; die ge- 
schlossene Fläche aber erhält durch eine ungerade Anzahl von Quer- 
schnitten eine gerade Zahl von Grenzlinien, durch eine gerade Zahl 
von Querschnitten eine ungerade Zahl von Grenzlinien, 

Als Beispiel hierzu kann eine Ringfläche dienen; sie ist eine 
geschlossene, dreifach zusammenhängende Fläche, die durch zwei Quer- 
schnitte (etwa eine Meridianhnie und einen Parallelkreis) in eine ein- 
fach zusammenhängende Fläche verwandelt wird. 

Nach diesen Bemerkungen ^isat sich die zweiblättrige Ver- 
zweigungsfläche T leicht in eine einfach zusammenhängende 
Fläche 2" verwandeln; hierzu ist, da T geschlossen ist, eine gerade Zahl 
von Querschnitten nöthig (vgl. Fig. 4 § 5), Man scheide einen behebigen 
Punkt im oberen Blatt aus und lege den ersten von ihm ausgehenden 
imd in ihn zurückkehrenden Querschnitt b (der die Fläche nicht zer- 
stücken darf, also um zwei Verzweigungspunkte gehen muss) im oberen 
Blatt um die Verzweigungspnnkte und 1. Alsdann besteht die Be- 
grenzung aus zwei getrennten Linien, nämlich den beiden Bändera 
von b. Nun lege man einen zweiten Querschnitt a, der von einem 
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§ b Dl Ugcmt^ine eU yi (,he Intpg J,l 7 ile„ n;, i 1 e < att xi,e i 7 ) 

Puntte de« eisten ßindet, Ton 1 7uiii gegenubei liegt nileü Puukto des 
zweiten Bai des von h fabit und die Verzweigung^pnriLte 1 und 1/Ä 
umschlie&^t Der Schnitt a veilauft zum Theil im obeien zum Theil 
im Tiüteien Blatt Min Pilialt sr die Pij^ii 4 '5 5 in wekhei dei 
im unteien Blatt vcilaixfende Theil von " punLtirt gcze chnet ist 
Ba lat leicht zu sehen dasa duich die beiden Queisohnitte a und h 
die urgpivmgliche Plache T m eme einfach zusammenhangende Flache T 
vei wandelt i^t Denn die Begienzung der Flache besteht jetzt ans eiuei 
emzigen Linie, namliüi den beiden Eandeni dei bchnitte « und b und 
ledö m ihi gezogene geschlossene Cuive begrenzt für aich alkin einen 
Theil der 1 lache Wii fassen dies zusammen m den Satz 

Die zweiblattiige Veizweigungsflache T ist dreifach zu 
aammenhängend und wird durch zwei Querschnitte a und h 
in eine einfach zusammenhängende Fläche 1" yerwandelt. 

% h. Das allgemeine elliptisclie Integral. Zerlegung in drei Gattungen^). 
In § a wurde 

als Function von x untersucht und gezeigt, daas diese Function in der 
zweiblättrigen Verzweiguugsfläche T einwerthig ist. Die nächste Auf- 
gabe wäi'e die Untersuchung einer rationalen Function JJ(a!, y) der 
beiden durch die Gleichung y^ = {x, k) verbimdenen Variabein {x, y). 
Es gelten hier mit charakteristischen Abweichungen ähnliche Sätze, 
wie für eine rationale Function einer einzigen Variabein; wir führen 
nur die wichtigsten dieser Sätze historisch an^. 

Eine rationale Function E{x, y) lässt sich mit Hilfe von y^ = (x, k) 
leicht auf die Fonn bringen 

wo M, N, P, Q ganze rationale Functionen von x sind. Es gelten 
nun folgende Sätze: 

1) Eine Function Ii(x,y^ ist eine eindeutige analytische Ftinction 
des Ortes in der Verzweigungsfläche T. 



1) Lpgpnl e T ate 1 s fonct eil Ton 1 Cap 5 

3) Eine A sfalir ng flu let s ch in le Zb tach ntt fu Mati n i k i 
Physik, Bl 4 Ea t tt dabei d Analoge zwiaclien dee '^ätze d 

Sätzen über die emle t^e louelt le 1 h n F n t e (41 tu tt 1 
und a) deutlich he t 
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2) Die Zahl der 0^ und oo^ Punkte einer Function Ii[x,y) in der 
Fläche T ist die gleiclie. Diese Zahl m heisst die Ordnung der 
Function R(x,y); es ist stets »w > 2. 

Hieran aehüesst sich die Aufgabe, eine Function It(x, y) von der 
Ordnung m aus gegebenen Elementen zu bilden. Es können dies ent- 
weder die m O'- und die m oo^ Punkte oder die m oo^ Punkte und die 
m zugehörigen ßesidnen sein. Es zeigt sich aber, dass jedesmal nur 
ein Theil dieser Elemente -willkilrlich wählbar ist; es gelten nämlich 
die Sätze: 

3) Eine Function Ii{x,y) von der Ordnung m ist bis auf einen 
(unbestimmt bleibenden) constanten Factor bestimmt, wenn ihre 
0^ und oo' Punkte mit Ausnahme von einem derselben beliebig 
gegeben sind. Zwischen den Coordinaten der 2m 0* und oo^ 
Punkte besteht eine Gleichung, welche den letzten dieser Punkte 
eindeutig durch die übrigen bestimmt. 

4) Eine Function R{x, y) von der Ordnung m ist bis auf eine (un- 
bestimmt bleibende) additive Constante bestimmt, wenn ihre m 
oo' Pvmkte und von den m zugehörigen Residuen alle mit Aus- 
nahme von einem beliel5ig gegeben sind. Zwischen den Coordi- 
jiaten der »( cc^ Punkte und den m Residuen besteht eine 
Gleichung, welche das letzte Residuum eindeutig bestimmt. 

Wii wenden uns sogleich zu dem Integral einer Function 
Il(x,y), dem sog allgemeinen elliptischen Integral. Um die 
Untersuchung eines aolchen Integrales zu erleichtem, zerlegt man das- 
selbe in möglichst einfache Integrale und erhält so drei Gattungen 
von elliptischen Integralen, die sieh durch charakteristische Merk- 
male unterscheiden. Das allgemeine Integral ist nach (2) von der Form 

(3) T7-Js(x,j,)<Jx=.Jfdi+J|^. 

Das erste der beiden Integrale (3) ist frei von der Irrationalität 
y{os, k) und direct ausführbar durch Zerlegung von M: P in eine 
ganze Function und Partialbrüche. Das zweite Integral, das ^(a^, /■:) 
noch im Nenner enthält, ist im eigentlichen Sinn ein elliptisches In- 
tegral. Dasselbe lässt sieh weiter reduciren, indem man auch ^ : P in 
eine ganze Function und Partialbrüche zerlegt. Ist ^(x) die ganze 
Function mid x =: Xq eine einfache oder mehrfache Nullstelle des 
Nenners P, so erhält man zunächst drei Integrale der Form 

(4) rf{x)Jx r ^'^ __ f 'l^ 

^ ■' J Y(x,k)' J (fl:-x,)V(x,ic)' J {x^x.ryix,}^, 

Das dritte Integral (4) kann durch n — l-maliges Differenziren nach 
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dem Parameter x^ aus dem zweiten abgeleitet werden und daher bei 
Seite bleiben. Das erste der Integrale (4) läast sich weiter behandeln. 
Sei ^(x) TOm n*"" Grade in x, W(x) eine ganze Function vom n — 1'^" 
Grade in x mit n Coefficientcn, so kann man diese, sowie noch zwei 
weitere Constanten Gq und C^ so bestimmen, daas identisch wird 

Denn durch Differentiation nach x und Multiplieation mit Yix, k) er- 
hält man die Gleichung 

«(i) - V(x) ■ (x, *)+-!- S'W^^-B + C. + 0,1, 

die auf beiden Seiten vom n -\- 1**" Grade in x ist. Die Vergleichung 
entsprechender Glieder liefert w + 2 Gleichungen, die in den unbekannt:n 



Coefflcienten linear sind und zur Bestimmung derselben dienen. Hier- 
nach reducirt sich das allgemeiüe elliptische Integral (3) im wesent- 
lichen auf drei Gattungen von Integralen, die wir sehreiben 

Betrachtet man das Integral W (3) als Function der Coordinaten 
des Punktes (x, «/) in der Fläche T, so ist dasselbe charakterisirt eines- 
thejls durch seine Unatetigkeiten, anderntheils durch seine Viel- 
deutigkeit. 

Die Art der Unstetigkeiten von W in einzelnen Punkten von 
T ei^bt sich am einfachsten, wenn man die Integrale (5), aus denen 
sich W zusammensetzt, untersucht. 

Das Verhalten des ersten Integrals m (5) in einem Punkte 
(x, (/) von T folgt aus dem Verhalten der Function ^ in diesem 
Punkte. In der Umgebung eines einfachen Punktes (x, y) = (a, &) hat 
man die Entwickelung (vgl. (2) § a) 

-^'^ = ^i + 2^a(a:-ß) + .-, also u=A^ + A^(x—a)-YÄ^(x—af + -. 

In der Umgebung eines Verzweigung-spunktes (x=a,y=Q)ia=f.),i,'ijk^) 
hat man (vgl. (3) § a) 

g_iJ,(a:-«)-'/' + B, + .., alm »-B,+2B.(i~«)'/=+B,(ct-«)+-.. 

In der UmgeTjung des Verzweigungspunkies Qc = p = oo) hat man 
(Ygl. (4) I a) 

||— C,j^'/= + C,a;-V> + ,., also o — C„--2C,a!-"" ~-yC,i-»". 
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Hieraus folgt: Das Integral m ist endlicli sowohl in den Ver- 
zweigangsp unkten, wio in jedem anderen Punlrt der Fläche T. Ein 
solches Integral, das in keinem Punkt von T unendlich wird, 
heisst ein Integral erster Gattung; u ist also ein Integral erster 
Gattung und wie die Betrachtung von t und w zeigen wird, das ein- 
zige Integral erster Gattung, 

Für das zweite Integral t (5) gibt die entsprechende Unter- 
suchung far die Punkte (x, y) = (ff, }>) und (x, y) = («, 0) dasselbe 
ßesultat; dagegen hat man für den Punkt (x = y =^ oo) 

dx ' ' ' ^ IUI } 

i. h. das Integral t ist in dem Punkte (3: = y=^oo) von T gleich oo^, 
dagegen endlich in jedem anderen Punkte. Ein Integral, das nur 
in einem Punkt der Fläche T in endlicher Ordnung oo wird, 
heisst ein Integral zweiter Gattung. Demnach ist t ein be- 
sonderes Integral zweiter Gattung mit dorn Ünstetigkeitspunkt 
(x = y = oo). 

Das dritte Integral to (5) ist wieder für alle Punkte von T 
endlich mit Ausnahme der beiden Punkte (x^, + J/o) ^""^'^ (^oi ~~ Vo)- 
Für diese Punkte hat man 

(^„+H.)--f^- + (.'>-<r' + A + -, »-+log(i-i,) + J.-|-A(a:-a=„)-|- 

fe, -*.):£ — (»=-^.)-' + BH-i '■v-~log(x~x,) + B, + B,(x-x,) + .^ 

d. h. das Integral w ist in allen Punkten von 2' endlich mit Ausnahme 
der beiden übereinander liegenden Punkte (x^, -}- y^ und (Xf„ — y^, 
in denen w logarithmisch unendlich wird bez. wie -\-\iyg(x — x^ und 
— log (a: — Xg). Ein Integral, das in zwei Punkten von T loga- 
rithmisch unendlich wird, heisst ein Integral dritter Gattung. 
Demnach ist w ein besonderes Integral dritter Giittung. 

Wir fassen das Vorstehende zusammen: 
(I) Die Zerlegung des allgemeinen, elliptischen Integrales W 
führt auf drei wesentlich vetschiedene Gattungen von Inte- 
gralen, nämlich 

auf das eine Integral erster öattung, das in 2" allenthalben 
endlich ist, 

auf Integrale zweiter Gattung, d. h. solche, die in T in 
einem Punkt algebraisch unendlich werden. 
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auf Integrale dritter Gattung, d. h. solche, die in T in 
zwei Punkten logarithmisch unendlich werden. 

Daneben können nach (3) noch rationale Functionen von x und 
Logarithmen solcher Functionen auftreten. 



§ c. Weitere Eigenschaften der elliptischen Integrale, 
Perio dieitätsmo duln . 

Die Art der Vieldeutigkeit des allgemeinen, elliptischen 
Integrales TF (3) § b in jP ergibt sich leicht, wenn man Kuvor aus 
T ein Gebiet T" herstellt, in dem W eindeutig ist und das Verhalten 
von W in diesem Gebiet untersucht. Hierzu dient der folgende be- 
kannte Hilfssatz von Gauchy: 

Ist ein Gebiet A ein- oder mehvblättrig, endlich oder unendlich 
gross, aber einfach zusammenhängend, ist ferner f(x) eine allenthalben 
eindeutige und stetige Function des Ortes x in ^ so hat das Integral 
/ f{x) äx, wenn es über eine beliebige geschlossene Curve iu A aus- 
gedehnt wird, den Werth 0. 

Um diesen Satz auf die Integralfunction W anzuwenden, hat man 
die Verzweigungsfläche T, in welcher der Integi'and 'R{x, y) von W be- 
reits eindeutig ist, in ein Gebiet zu verwandeln, in dem li(x,y) auch 
stetig ist und das ausserdem einfach zusammenhängend ist. Hierzu sind 
erstens diejenigen m Punkte (Xi,yi)^) der Fläche T, in denen die 
Integralfunction W logarithmisch unendlich ^ wird, durch kleine 
Ciirven (etwa Kreise) auszuscheiden und 
zweitens ist die so durchlöcherte Fläche in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche T" zu verwandeln. 
Das letztere geschieht durch gewisse Querschnitte, nämlich 

1) durch die in § a angegebenen Querschnitte a und i; 

2) durch weitere m Schnitte Li, welche einen der Querschnitte a oder li 
mit den um die m Punkte (Xi,fi) gelegten Kreisen verbinden. 

Am einfachsten lässt man die Schnitte L; von dem Krenzungs- 
puukt der Schnitte a und b ausgehen (Fig. 18). Sind keine 
logarithmischen ünstetigkeitspunkte vorhanden, wie bei den Integralen 



1) Wir nehmen dieselben der Einfachheit halber im Endliolien von T an und 
verschieden von den Verzweigungapunkten. 

2) Andere Ünstetigkeitspunkte von W brauchen nicht ausgeschlossen zu 
werden. Fährt man närolieh ^V auf kleinen Kreisen um die Ünstetigkeitspunkte 
von B{ic,j/), so geben nur diejenigen dieser Punkte einen von verschiedenen 
Werth, in denen TT logarithmisch unendlich wird (vgl. im Folgenden (2)), 
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erster und zweiter Gattung, so fallen die Linien Li weg. Da in der 
so definirten Fläche T" das Integral W, ausgedehnt über eine ge- 
schlossene Curve, nach dem obigen Siitac 
(Q^'\ -i^r^ ^^'^ Werth Niül hat, so ist die Flüche 

z\ y'^ ^'' T" dasjenige einfach zusammenhängende 

l,^-—^ — — ^-— ±-.„,,^^ Gebiet, in welchem die Integralfunction 

m /_ \ ^\ W allenthalben eindeutig und stetig ist. 

\^^^ '--^ ,..'' Um hieraus das Verhalten von W 

p. jg in der ursprünglichen Flache T fest- 

zustellen, verfährt man so. Man unter- 
scheide an jedem Querschnitt beliebig einen positiven (-[-) und einen 
negativen ( — ) Rand, bezeichne den Werth von W in gegenüber- 
liegenden Funkten dieser Ränder mit T'F+ und W~ und ermittele die 
Werthdifferenzen P = TF+ — W—, die TT an den Queraehnitten be- 
sitat. Dies geschieht, indem man W von einem Punkte des — Randes 
zum gegenüberliegenden Punkte des -J- Randes eines Querschnittes 
führt, auf einer beliebigen Curve, die selber keinen Querschnitt über- 
schreitet. Diese Werthdifferenzen P heissen die Periodicitätsmoduln 
von W\ sie sind längs eines und desselben Querschnittes eon- 
stant, weil -^ ^B.{x, y) an dem Querschnitt eindeutig und stetig ist. 
Die Periodicitätsmoduln von TV an den Querschnitten a 
und b sind gewisse endliche Werthe 

(1) ana-.M, an&:N. 

Der Werth M wird gefunden, indem man W in T" vom — zum 
"i" Rande von a führt, was etwa längs der — Seite von b im Sinne 
des Pfeiles geschehen kann; der Werth N, indem man TT^^ in T" vom 
— zum -\- Rande von b führt, was längs der -|- Seite von a im Siime 
des Pfeiles geschehen kann. Die Periodicitätsmoduln M und N sind 
also bestimmte Integrale, die um zwei Verzweigungspunkte herum- 
führen^). 

Die Periodicitätsmoduln von W an den Schnitten i; sind 
ebenfalls endliche Werthe. Ist Ä; das Residuum von jR(x, j/) filr den 
Punkt (Xi,y^, so ist der Periodicitätsmodul von W 

(2) anLr. + ^iTcAi, 

wie sich ergibt, wenn man W in T" vom — zum -|- Rande von i,- 
führt, was auf einem kleinen den Punkt (Xi,yi) umgebenden Kreise, 
dem Sinne des Pfeiles entgegengesetzt, geschehen kann (vgl. Fig. 18). 

1) Bei Legendre und Jacolii heiBaen diese Periodicitätsmoduln „vollständige 
Integrale ", 
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Die Periodiüitätsmoäuin (2) sind also bestimmte Integrale, die um 
einen logarithmisclien ünstetigkeitspunkt von W herumfüliren. 

Mau übei-zeugt sich leicht, dass der Werth von W, der für einen 
gewissen Integrationsweg zwischen zwei Pimliten {S,ij) imd {x,y) in 
der F^che T" gilt, bei Verlegung des Weges um einen der angegebenen 
Periodicitätsmoduln wäehat, so oft der neue Weg den beti'. Querschnitt 
von der -\- znx — Seite überschreitet. 

Nach dieser Betrachtung ist die Integralfunction W in der einfach 
zusammenhängenden Fläche T" eine eindeutige, d^egen in der i\r- 
spränglichen Fläche T eine unendlich vieldeutige Function des Ortes 
{x, «/); es gilt der Satz: 

(I) Ist einer der Werthe des elliptischen Integrals in (x, y) 
gleich W, so erhält man den allgemeinsten Werth, den es 
in demselben Endpunkt (Xjy) durch Abänderung des Weges 
annehmen kann, indem man zu W den Ausdruck hinzufügt 

'Jia^aiAi-i-ixM^i'U, Cd) 

wo a,-, ft, V ganze Zahlen sind, die angeben, wie oft der 
betr. Querschnitt bei Verlegung des Weges von der + zur 
— Seite übersehritten wird. 
Zugleich hat man den Zusatz: 
(la) Der Werth von W, erstreckt über eine geschlossene 
Curve in T, drückt sich linear und mit ganzzahligeu Coef- 
ficienten durch die Periodicitätsmoduln (1) und (2) aus. 
Als specielle Fälle gehören zu den clliptischeu Integralen auch 
die rationalen Functionen von (a:, y) und die Logarithmen 
solcher Functionen. 

Die orsteren sind dadurch cliarakterisirt, dass sie nicht 
logarithmisch, sondern nur algebraisch imendlich werden, und dass für 
sie die Periodicitätsmoduln M, N und 2i:tÄi sämmtlich verschwinden. 
Die letzteren sind dadurch charakterisirt, dass sie nicht 
algebraisch, sondern nur logarithmisch imendlich werden, dass in den 
Periodicitätsmoduln 2ixAi die Grössen Ä/ sämmtlich ganze + Zahlen 
sind, und dass ebenso die Moduln M und N ganzzahlige Vielfache von 
2JÄ sind. 

Wir erwähnen noch einen Satz, der sich auf die Periodicitäts- 
moduln 2i%Ai (2) von W bezieht, nämlich: 

(11) Die Summe der Coefficienten Ai, die zu den logaritb- 
mischen Unstctigkeitspunkten {pi,yi) des Integrals W ge- 
hören, ist Null. 



y Google 



86 Abschnitt A. g o. "Weitere Eigensch. d. ellipt, Integrale. Peiiodicitätsmoäuln. 

Nacii dem zu Anfang dieses Paragrapheii erwähnten Hilfssatz hat 
nämlich das Integi-al W den Werth 0, wenn es etwa in positiver RicLtang 
(im Sinne der Pfeile Fig. 18) üher die ganze Begrenzung von T" aus- 
gedehnt wird. Nun zerfällt der Integralwerth 

1) in die Integrale, genommen längs der beiden Ränder der Schnitte 
a, h, Li, 

2) in die Integrale, genommen über die Kreise um die Punkte {Xi, yi). 
Von diesen Integralen sind die ersteren Null, weil an jedem der 

Schnitte die beiden Bänder in entgegengesetzter Richtung durchlaufen 
werden, wobei sieh die Elemente dW in zwei gegenüberliegenden 
Punkten eines Schnittes aufheben. Es bleibt also nur die Summe der 
Integi'alwerthe für die Kreise um die Punkte {Xi,yi). Diese Summe 
ist = — 2i« ^ Äi; daher folgt ^ At = 0. 

Aus (11) folgt der Zusatz: 

Wenn in einem elliptiscbeu Integral logarithmisehe Un- 
stetigkeitspunkte auftreten, so ist die geringste Zahl der- 
selben = 2. 

Von dieser Beschaffenheit ist das Integral dritter Gattung lo (5) 
§ b, wo A^=l, J.S = — 1 war. 
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Absclmilt B. 
Zusätze zum zweiten Abschnitt, 

§ d. Tranaformation auf äie Jaoobi'solie Normalform. 
[Znsätze zum zweiten AtischniU § 3 und l.J 

Wir geben einige Ergänzungen zur Transformation auf die 
Normaiform. In II § 3 wurde gezeigt, dass die Transformation der 
Gleiclmng 

jf (s) = C(, - s — tti ■ s — '.1^-0 — a^ ■ z — fflj = (1) 

in die Gleichung 

(x,x) = X -1 — X -1 ~ Ic^x = (2) 

bewirkt wird durcb die lineare Substitution 

S — % Oj — öj 1 Oj — Oj Oj — a^ .,,■, 

e — «1 % — "i ' ^' öj — «j «ä — K, ^ ' 

Der Wertb k^ in (3) ist das Doppelverbältniss der vier Wurzeln 
%, Oa, «a, »4 der Gleichung {1). Durch Permutation derselben erhält 
man 24 Ausdrücke für h\ die aber nicht alle verschieden sind. Denn 
eine gleichzeitige Vertauschung von a^ mit a^ und a^ mit «g ändert 
den Werth von k^ in (3) nicht; ebenso eine gleichzeitige Vertanschung 
von «1 mit a^ und a^ mit a^. Demnach reducirt sich die Anzahl der 
Werthe von h^ zweimal auf die Hälfte und es gibt nur sechs ver- 
schiedene Werthe von k\ Diese sechs Doppelverhältniase haben die 
Eigenschaft, dass sich alle durch ein einziges z. B. das vorliegende k^ 
ausdrücken lassen in der folgenden Weise 

*'. !-'■. i- l-l-W: T. i-^i- W 

Ea gilt nun der wichtige Satz: 

(I) Die sechs Werthe (4) sind die Wurzeln einer Gleichung 

sechsten Grades, deren Coefficienten sich rational durch 

die Coefficienten des Ausdrucks ^(«) (1) darstellen lassen. 

Um diesen Satz zu beweisen, müssen wir auf die Invarianten 

eines Ausdrucks vierten Grades etwas naher eingehen. Zunächst 

gilt der Satz: 
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Das Doppelverhältniss lih^ der vier Werthe öj, «2, «j, a^ 
(3) ist eine absolute Invariante des Ausdrucks vierten G-rades 
g(ß) bei linearer Substitution, 

Denn geht durch die lineare Substitution x = {an -\- ß) : {yz-]- d) 
die Gleichung ^(s) = Über in eine Gleichung f(x) = 0, so zeigt man 
leicht, dass die vier Wurzeln %', a^', a^', al dieser Gleichung dasselbe 
Doppel verbal tniss haben, wie die vier entsprechenden Wurzeln a^, «j, 
«3, «^ von giß) = 0. 

Es soUen nun die Invarianten eines Ausdrucks vom vierten 
Grade gebildet werden; wir führen dabei homogene Coordinaten ein, 
indem wir z = z-^-.z^ und x=^ x^:x^ setzen. 

Der binäre, homogene Ausdruck vierten Grades 

(5) i/C«,, ■^a) = <=A + ^<^Al'i + ^<^A^\ + ^'^^^A + <^A 
gehe durch die lineare Substitution 

(6) I, -«a, + |38„ «,_,«, + 32, 
über in den homogenen Ausdruck vierten Grades 

so dass 

(8) (,(%,«.)-«»:.■«.) 

wird. Dann zeigt eine einfache Bechnung, dass es zwei Combinationen 
der Coefficienten von g{s^,z^ gibt, die in die entsprechend gebildeten 
Ausdrücke der Coefficienten von fix^jX^) übergehen, nur jeder Aus- 
druck noch multiplicirt mit einer Potenz der Transform ationsdeiermiuante 
^ = aS — fiy. 
Setzt man nämlich^) 

(9) i'3 = c„c^ — 4C1C3 + iSc^, ^3 = 

und bezeichnet mit g^ und g^ die entsprechenden Ausdrücke in den 
Coefficienten von f(xj^,x^, so findet man 

(10) i/; = ^äZ/S fi'^ = 9^J\ 

Man nennt daher g^ und g^ die Invarianten des Ausdrucks giiii, z^ 
vom vierten Grad für lineare Substitution. Aus ihnen erhält 
man die absolute Invariante J, lüimlicii 

_i| a2^ 



(») J-; 



"»; 



1) g-, und (7, Bind zugleich die in der WeierskasB' sehen Kormalform des 
Integrals erster Gattung auftretenden Coefficienten (vgl. E § r und 3). 
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Ziiglöieh ist die Discriminante Cf von y(3i,%) bestimmt durch 

16e-S?-27j|. (lU) 

Durcli SpecialisiruQg dieser Betrachtung gelangt man nun zur 

DarsteUiing des Doppclverhältnisses 1 : fe^ der vier Wniv.eln von 

jf(2^:Sj) = durch die Coefficienten dieser Gleichung. Dio lineare 

Substitution, welche die Transformation 

c^{z^ — aig^{^i—a^z^)(ßi~a^s^{^i^'-a^ii^=Cx-iX^{x^—x^{x^-'h^x-^ (12) 
bewirkt, lässt sieb auf verschiedene Art wählen. Wählt man z. B. 
(vgl. (3)) die Form 

% = (^1 — «1^2) (ftg — «1); «a = (■ä^i " «1^3) (f^a — «1)7 (13) 
so entsprechen den Werthen «1 : ä^j = fl^ «2, «s, f^4 bez. die Wertke 
a^i ; 3^3 = 0, Ij 1/ft^, Go, wobei Ifk^ den Werth (3) hat. Indem man 
%, «3, ög, «4 auf alle möglichen Arten permutirt, erhält man 24 ver- 
schiedene Substitutionen von der Form (13), die alle eine TransfoT- 
mation von der Form (12) bewirken. Diese 24 Substitutionen zerfallen 
nach der früheren Bemerkung in sechs Klassen von je vier Sub- 
stitutionen derart, dass alle Substitutionen einer Klasse zu demselben 
Werth von h^ führen, die sechs verschiedenen Klassen aber zu den 
sechs Werthen (1), die in (12) an Stelle von li^ treten. Wie man 
aber auch die Substitutionen wählt, die absoluten Invarianten auf 
beiden Seiten von (12) bleiben nach dem obigen Satze stets dieselben. 
Bildet man daher mit den Coefficienten der linken und rechten Seite 
in (12) die Gleichung (11), so erhält man, wenn li'^=\^'k^, 

j^_iL_^±(L -^^'='y . (14) 

gi —2-lgi 27 ft*fc'l ^- ' 

Dies ist eine Gleichung sechsten Gi-ades in li^\ die sechs Wurzeln der- 
selben sind, wie leicht zu sehen, die sechs Doppelverhältnisse (4) der 
vier Wurzeln von g{Zi,s^ ^d. Es hängen also in der That diese 
Doppelverhältöisse nur von der absoluten Invariante J des 
Ausdrucks (/(■^u^a) ^.b. Die Lösung der Gleichung (14) in h^ reducirt 
sich auf die einer Gleichung dritten Grades durch die Bemerkung, dass 
(14) eine reciproke Gleichung ist, da sie ungeändert bleibt durch die 
Vertauschung von li^ mit 1 : ]^, Hiermit ist Satz I bewiesen. 

Durch weitere Specialisirnng erMlt man die Transformation 
iMk- li) (I, - >■%) - Cx,x,{x, ~ X,) (x, - ex,). (15) 
Die 24 linearen Substitutionen, welche diese Transformationen be- 
wirken, ergeben sich aus (13), indem man |],§a an Stelle von g^,0^ 
und die Werthe 0, 1, 1/A^, 00 in irgend einer Reihenfolge an Stelle 
von %, «2, ßj, a^ setzt, so dass also den Werthen Xj^ix^^O, 1, 1/P, 00 
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in irgend einer Reihenfolge die Werthe §j : ^^ = 0, 1, 1/A^, oo ent- 
sprechen. An Stelle der Unken Seite in (14) tritt ein Ausdmek, der 
in A* ebenso gebildet ist, wie die reclite Seite in Js?. Die sechs Wur- 
zeln l^ dieser Gleichung sind die sechs Werthe (4), 

Es ist zur Vergleichung mit späteran Entwickelungen von Interesse, 
wenigstens einige dieser letzten Transformationen anzuschreiben. 
Tfinamt man an, dass k^ reell, positiv und < 1, X^ reell sei, so liegt 
der Punkt x = l/&^ in der 3;-Ebene in dem Intervall zwischen l 
und 00, während der von k^ abhängige Punkt ^ = 1/A^ der |-Ebene 
in jedem Intervall zwischen den Punkten 0, 1, oo liegen kamt. Durch- 
läuft X, stets wachsend, alle reellen Werthe, so muss, da | als Hneare 
Function von x sieh mit x stetig ändert, das entsprechende | ebenfalls 
alle reellen Werthe durchlaufen und dabei entweder stets wachsen oder 
stets abnehmen. Man kann daher die Zuordnungen der Werthe von x 
und ^, die den sechs Klassen entsprechen, in zwei Grruppen theilen, 
je nachdem ^ zu- oder abnimmt. Jede dieser Gruppen enthält drei 
Zuordnungen, je nachdem 

1) 1/A^ zwischen 1 und cx> liegt, also 1^ < 1 ist, 

2) „ „ „ 1 „ „ 1* > 1 ist, 

3) „ „ — oo „ „ „ l^ < ist. 

Man erhält so folgende Tabelle von Zuordnungen der Werthe x 
und g für die sechs Klassen, wobei aus jeder Klasse die Zuord- 
nung gewählt ist, bei der die Werthe a^ = 0, 1 = einander ent- 
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(16) 



In I, II, III nimmt | ™, in IV, V, VI .b. In I nnd V ist 1- < 1, 
in m und VI ist !"> 1, in H imd IV ist J-<0. In der ßleioliimg (15) 
wird also durch die Zuordnungen I und V ein IModul A- < 1, durcli 
UI und VI ein Modul l' > 1, durcli II und IV ein Modul A- < 
ersetzt jedesmal durch einen Modul h' < 1. 

Man erhält nun jedesmal, indem man s durch | und ttj, ö^, «j, »4 
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dnrcii die Wertlie Ton | in I lais YI ersetzt, aus (3) den Werth von 
k" ausgedrückt durch l^ und den von x ausgedrückt durch |. Diese 
Gleichungen lösen -wir nach X^ und ^ anf. Wir geben kut Vergleiehung 
mit Späterem als Beispiele die Werthe für die Fälle II, V, HI, 
wobei 1 — P ^ /c' ^ gesetzt ist. 

II. 1 = ,^^. A= = _^. l^^- a^<0; -M-=,V;1 

V. 1 = ^^; l^ = h'^; X^¥-, A^<1; Jf=4-;1 (17) 

HL l = r^x; -^'-^p-i ^ = T' 'i'>l-, M= \- J 

Diese Gleichungen stehen im engen Zusammenhang mit dem 
sog. Problem der linearen Transformation der elliptischen 
Functionen, auf das wir in D § p näher eingehen. Dasselbe besteht 
in der Aufgabe, durch eine lineare Substitution zwischen x und | die 
Transformation ku bewirken 

d. h. also in der Aufgabe, durch eine lineare Substitution zwischen x 
und ^ ein elliptisches Integral erster Gattung mit der oberen Grenze x 
und dem Modul k in ein anderes elliptisches Integral ei-ster Gattung 
mit der oberen Grenze |, dem Modul l und einem Multiplicator M 
zu transfonuiren mit dem Zusata, dass sich die Verzweigungspunkte 
a: = und | = entsprechen sollen. Diese Aufgabe ist bereits all- 
gemein gelöst im zweiten Abschnitt § 4 durch die dortigen Gleichungen 
(3) und (4), wo auch der Multiplicator 31 durch die Grössen a^, Oj, «j, a^ 
ausgedrückt ist. Indem man jene Gleichungen benutzt und dabei s und 
die ffli durch die Werthe der Tabelle (16) ersetzt, erhält man zu den 
Gleichungen (17) noch die dort angegebenen Werthe von M. 

Setzt man, wie das schon angedeutet ist, die beiden Integrale (18) 
gleich M, so sind (ygl. II § 8) 

iB = sn«(M,ft), g^sn^g, a) (19) 

elliptische Functionen von u und die linearen Substitutionen (17) 
zwischen x und g gehen über in solche Substitutionen zwischen den 
beiden Functionen (19), So lautet z. B. die lineare Transformation 
der elliptischen Functionen für den Fall II: 

s„'(r«,a_-^CH!(sA^ „d,r si(r„,a_r!-°.S^4' (20) 

\ 'Je/ l — k'm.'(K,^) \ ' li I (ln(M,Ä)' ^ ' 

eine Gleichung, die in D § p auf andere Weise abgeleitet wird. 
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§ e. Eigenschaften der elliptischen. Functionen sii u, cn m, dn !(.^) 
(ZuGätze Kum aweiten Abschnitt g 8.) 

Die kurzen Bemerliungen im zweiton Abschnitt § 8 über den 
Charakter der drei ölliptisclien Functionen sn Mj cn u, dn m be- 
dürfen einiger Ergänzungen. Aus dem Integral erster Gattung 

(1) «= f.^=^ f ^ 

erhält man durch Umkehrung die drei FxxEctionen (Jacobi, "W. I, S. 81) 

(2) y« = snM, y~l^^x = mu, ]/l — /c^a; = dn m, 
deren Producfc die Function 



(2a) y = y(x, h) = yx-l — x-l~k''x 

ist. Diese drei Functionen (2) sind mit ihren Ableitungen durdi ein 
einfaches simultanes System von Differentialgleichungen ver- 
bunden, nämlich 

(6) -^ — = + cnwdnM: -^— =^8nMonM: -— — = — fe^snMcnM, 
^ ' du ' 'du 'du ' 

wie leicht aus (1) und (2) folgt. Umgekehrt definirt das System (3) 
die drei Functionen (2), wenn man die Bedingung hinzufügt, dass für 
M = an M = 0, cn M ^ dn M ^ 1 sein soll. 
Aus (2) und (3) erhält man 
^_2>'(M)-, fi^^i'^A p.-4l/(j;i).C!v'i);.., 

du r \ ! J' ((m* dx ' dii^ r \ > J ^a:- ' 

Hieraus ergeben sich die folgenden Entwickelungen der Functionen 
(2) in der Umgebung des Punktes m = (Jacobi, W. I, S. 169): 

(4) j l/T^^ = cn!t = l--|J + (l + 4F)^— (l+44fc*+16M)|-'+-, 

[yT::r^s^=.dnM=i— )tä|j4-Ää(4+fc^)J— p(i6+44F+/f*)~ + .-. 

In diesen Entwickelungeu sind die Ooeffleienten ganze rationale Func- 
tionen von k^. 

Wir untersuchen die Functionen (2) zuerst als Functionen der 
Variabein x und auf ihr Verhalten in der Verzwoiguugs- 

1) Im Folgenden sind einige Citate aut Jacoln gegeben, die sich mdess um 
auf die wichtigsten Formeln der Fundamenta nova theonae foDotionum ollipti- 
oanmi (Jacobi, Werke I, S. 49—239) eistiöcken 
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fläche r, dann als Functionen der Variaboln u und auf ihr Ver- 
halten in der w-Ebene, 

Man kann zunächst, wie in § a die Function y, so hier die drei 
Functionen (2) als zweiwerthige Functionen von x in der einfachen 
3:-Ebene untersuchen. Hieraus ergibt sich dann weiter für jede dieser 
Functionen eine besondere, zweiblättrige Verzweigungsfl'ache; 
es hat offenbar 

die Verzweigungsfläche von "[/*■ die Verzweigung'spunkte und oo, 

„ „ „ T/i— "^ „ „ 1 „ oo, 

„ „ yi—kH „ „ l/Zt^ „ ^, 

und man kann jedesmal das Stück der positiven, reellen Axe zwiachen 
diesen Punkten zur Verzweigungslinie der betr. Verzweignngsfläche 
nehmen. Wir geben zum späteren Gebrauch die Werthe an, welche die 
Functionen (2) im oberen Blatt längs der Axe haben und setzen dabei 
fest, dass alle drei Functionen links oben zwischen und 1. reell und 
positiv seien. Dann gelten ähnlich wie in Ä § a die in den Figuren 19 a, b, e 
angeschriebenen Werthe. 



-o 



-o- 



o 



Hieraus ei^bt sich leicht das Verhalten der drei Functionen 
(2) in der Verzweigungsfläche T der Function »/=y'(x, Ä). Die 
Functionen (2) sind nicht eindeutig in T; sie lassen sich auch nicht 
rational in x und y darstellen. Es ist aber Yx in a: = 0, yi — x in x=^\, 
■j/l — K^x in X = \jh^ und es sind alle drei Functionen in cc = oo 
verzweigt wie y ^ Y^> ^)- -^^® Functionen nehmen femer, wenn x 
einen geschlossenen Umlauf in der Fläche T macht, entweder den 
Factor -|- 1 oder — 1 an. Bei einem geschlossenen Umlauf um einen 
(oder um drei) Verzweigungspunkte ändert keine der Functionen ihr 
Zeichen; ein Zeichenwechsel der Functionen kann nur eintreten bei 
einem geschlossenen Umlauf um zwei Verzweigungspunkte. 

Macht z. B. X einen geschlossenen Umlauf um die Punkte und 1 
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oder um 1/fc^ und cx), so nehmen yx und "[/l — x den Factor — ^1 
an, während "[/l — l^x ungeändert bleibt. 

Macht dagegen x einen geschlossenen Umlauf um die Punkte 1 
und XjW oder um oo und 0, so nehmen yi — x und "j/l — l^x den 
Factor ■ — 1 an, während \x ungeändert bleibt. 

Man kann dies noch einfacher ausdrücken, wenn man statt in T 
in der einfach zusammenhängenden Fläche 2" mit den Querschnitten a 
und & operirt. In T' sind die drei Functionen Tollkommen eindeutig. 
Uehersckreitet man aber einen der Querschnitte a und ö, so nehmen 
aie den Factor + 1 oder — 1 an. Dieser Factor ergibt sich daraus, 
dass jedesmal, wenn x in T einen geschlossenen Umlauf um zwei Ver- 
zweigungspunkte macht, X in 2" einen Querschnitt überschreitet. Aus 
der Bemerkung über die Zeichenwechsel beim Umlaufen von zwei Ver- 
zweigungspunkten von T ergeben sich für die drei Functionen 
beim Ueberschreiteu der Querschnitte «, 6 von I" folgende 
Factoren 

j Afx "j/l — a 

5) I Querschnitt a: ~-l, — "1, 

l „ h: +1, —1, 

Durch diese Angaben und die obige Festsetzung sind die Wertbe 
der drei Functionen in der ganzen Fläche T bestimmt. Diese Fest- 
setzung, dass die Wei-the der drei Functionen längs der Axe von T 
oben links zwischen und 1 positiv reell sein sollen, steht in Ein- 
klang mit der früher getroffenen Bestimmung, daaa das Product der 
drei Functionen, nämlich y =!/(*', /c), ebenfalls an dieser Stelle positiv 
reell sein sollte. 

Wir betrachten jetzt die drei elliptischen Functionen (2) als 
Functionen der Variabein m. Ihre Eigenschaften, die sich aus dem 
Vorstehendon mit Hilfe der Abbildung der Veraweigungsfläche T' auf 
das Rechteck P oder die vier kleinen Recktecke I, E, III, IV der 
w-Ebene ergeben, sind folgende (Tgl. II § 6 und 7): 

1) Die Functionen (2) sind eindeutig im Rechteck P und 

stetig mit Ausnahme des Punktes u = iK', wo sie = oo^ 

werden. 

Es genügt, den Beweis für eine der drei Functionen, etwa j/a:, zu 

führen und zu zeigen, dass diese in den Eckeu 0, K, K -\- iK\ iK' 

des kleinen Bechtecks I eindeutig ist. Die Function ^x ist eindeutig 

in M = und w = iK', weil sie in 3" in den Punkten ic ^ und 
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x = co eindeutig ist (sie nimmt denselben Werth an bei einem Doppel- 
nmknf um diese Punkte) und sie ist eindeutig in u^= K miA u=' K-\-iK', 
weil sie in T' in den Punkten x ==1 und x = l/k^ eindeutig ist (sie 
nimmt deuselben Wertb an schon bei einfachem Umlauf um diese 
Punkte). Analog ist der Beweis für die Fnnctionen "|/l — x und 
y\ — ¥x. 

2) Die Functionen (2) sind doppelt periodische Functionen. 
Die Periodicitätsgleiehungen (Vermehrung von u um 2K und 

2iK') sind (Jaeohi, W. I, 8. 86): 

sn (u + m2K + n2iK'') = (— !)■" sn u 1 

cn (•!( + m2K-\- n2iK') = (—1)"' + '' cn i[ - (0) 

dn {u + m2K + n2iIC) = (— 1)" dn u \ 

Diese Formeln sind bereits in II § 8 Gl. (3) bewiesen. 

Nach (6) hat jede der Functionen (2) ein besonderes Pei-ioden- 

parallelogramm. 

3) Die 0^ und oo^ Punkte der Functionen (2) in der ganzen 
M-Ebene.sind angegeben in 11 § 8 Gl. (5). 

4) Die Functionen (2) sind theils gerade, theils ungerade 
Functionen von m; es ist 

sn(— «) = — sn(M), cn(~w) = cn(M), dn (— m) = du (w) . (7) 
Denn nach einer Bemerkung am Schluss von 11 § 7 hat das In- 
tegral u die Werthe iK' -\- v und iK' — v in zwei übereinander 
liegenden Punkten der Fläche T: (x, + y) und {x^ — y). In solchen 
zwei Punkten von T hat aber jede der drei Functionen "j/iC, yl — x, 
yi — k^x entgegengesetzte Werthe. Daher folgt, wenn man noch die 
Periodicit'atsformeln (6) berücksichtigt, 

sn(iK''}-v)^ — 3n(iK'—v) odersn(M)= — sii.(2iK' — ■u)= — sn( — u), 
Q.n{iK'-\-v)=—ca(iK'—v) „ cn(M)==— cn(2jÄ:'— M) = + cn(— m), 
dniiK'+vj-^—äniiK'-v) „ dn(M)=— dn(2!j:'— w) = + dn(— m). 
Man sieht hieraus oder auch direct, dass von den zwei Functionen 
X = sn^ (m) und 1/ = sn m cn m dn m (8) 

die erste eine gerade, die zweite eine ungerade Function von u ist. 
Die Werthe dieser Functionen in den Ecken und auf den Seiten der 
Rechtecke sind in" II § 7 Fig. 10 und 11 angegeben. 

4) Jede der drei Functionen (2) ist von der zweiten Ord- 
nung, ä. h. sie nimmt in dem ihr zugehörigen Perioden- 
parallelogramm jeden Werth zweimal an. 
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96 Aliachnitt B, 

Um dies für ^fx == sq a zu beweisen, bezeichne man die den 

Punkten -f-M und ^M entsprechenden, nach (7) entgegengesetzten Werthe 

Yon SD %\, mit + und — , Dann ergibt sieh die weitere Vertheilung der 

Werthe -|- und — - dür Function sn %\, aus den Periodengleichungen (6) und 

es zeigt sich, dase die Function sn u 

A 7 y-^ in ihrem Periodenparallelogramm 

(4^, 'liK') jeden der Wei-the 

-|~ und jeden der Werthe — 

zweimal annimmt, also von der 

zweiten Ordnung ist (Fig. 20). Zu- 

^'' ^x,K _/^''^ gleich sieht man, wenn die Punkte 

i^ig, 20. + und — auf die zu den Coordi- 

natenaxen in Abständen von der 

Grösse K und %K.' parallel gezogenen Linien fallen, dass sn w seinen 

ursprünglichen Werth wieder annimmt nach einem ganzen Umlauf von 

M um einen der Punkte m =^ und iW , d^egen schon nach einem 

halben Umlauf um einen der Punkte %\, ^^K und 'K -\- HC . Dies 

stimmt mit der Bemerkung in Nr. 1. 

Eine entsprechende Betrachtung für en u und dn v, führt zu ähn- 
lichen Figuren und demaelbon Satze. 

Aus diesen Figuren ergeben sich zugleich als Losung-en der 
Gleichungen 

[snM = snMn dieWei-the M^t(Q-j-4mÄ^+2rai-ff' und 

M = _ „y _|_ (4 ,M _j_ 2) .K+ 2 Mi £"', 
M=4-M^,+2(2m + w)Z'+2(2m'+w)i.ff', 

(dnM==dnMo „ „ M=+Mo+2mff+4)*iX'. 

Man sieht ferner leicht, dass von den E'imctionen x und y die 
erste von der zweiten, die zweite von der dritten Ordnung ist, d. h. 
im Rechteck P nimmt x jeden Werth zweimal, j/ jeden Werth drei- 
mal an. Im Punkt u = iK' fallen diese Werthe zusammen und es 
wird 'X = oo^, y == col 

Bezeichnet man den Werth von x, der den beiden Punkten + %\, 
und — M entspricht, mit -j-, so ergibt sich die weitere Vertheilung 
der Werthe + von x = sn^ u aus den Periodengleichungen dieser 
Function, Zugleich ergeben sich als Lösung der Gleichung 

sn^M = snäMo die Werthe « = + w^ + m2.ff -(- M2*_ff'. 



(9) 
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§ f. Fundamentalwerthe und Verwandlungafonneln der olliptisehen 

Functionen. 

[Zusätze zum zweiten Abschnitt § 8.] 

Wir ziehen aua den Sätzen von § e noch weitere Schlüsse. 
1) Die Fundamentalwerthe der drei elliptischen Functionen 
für halhe Perioden von x (in den Ecken und auf den Seiten 
des kleinen Rechtecks I (vgl. Abschnitt II § 7)) sind enthalten 
in der folgenden Tabelle. Die Werthe von y ^ Vi^, ^) sind zur 
Controle hinzugefügt. Die Grösse }c' ist definirt durch ]c' = Yl — k^ 
und positiv reell zu nehmen; wie h ist auch Ä' < 1. 



'1) 



Zur Erläuterung dieser Tabelle diene Folgendes. 

Die Werthe der Functionen in den Ecken von I ergehen sich 
aus den Werthen von x in diesen Ecken (vgl. Fig. 10 in 11 § 7). Die 
Vorzeichen bestJunnen sich dabei aus der Figur 19 a, b, c. So ist z. B. 
für u = K-\-iK' a;=l/fc^, also yx = sn m = 4- 1/^ ; das Zeichen — 
ist zu verwerfen, weü nach Fig. 19a Yx im oberen Blatt und links 
von der Äxe zwischen und oo einen Werth -|- Ä hat. Ferner 
ist yi — X = :hnr ' Hier ist das obere Zeichen zu Terwerfen, weil 

nach Fig, 19b "j/l — x im oberen Blatt links von der Axe zwischen 
1 nnd CO einen Werth — iB hat. 

Die Werthe der Functionen auf den Seiten von I ergeben sich 
unmittelbar aus den Figuren 19a, h, c. 

Die Werthe der Functionen in den Ecken und auf den Seiten 
der Rechtecke II, III, lY (Fig. 10) und damit in allen congruenten 
Punkten und Strecken der M-Ebene erhält man aus der obigen Tabelle, 
wenn man noch den geraden oder ungeraden Charakter und die perio- 
dischen Eigenschaften der Functionen (§ e) berücksichtigt. 

Kiemaau's Vorlesgn. Hb. oüipt. »nnot, 7 
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2) Die Verwandlungsforraeln der drei elliptischen Func- 
tionen (Vermehi-ung von tt um halbe Perioden K, iK', K-\-^iK' 
von a:) erhält man mittels der Additionsgleichnngen*) (IV 
§ 14 Gl. (12)), wenn man v = K, iK', K-{-iK' setzt und die 
Fundamentalwerthe der Functionen (Tabelle (1)) benutzt. 
Man findet so^) (Jacobi, W. I, S. 86): 

|sd(m+^ = + ^; sn(i(+iZ')= + F.T«'' ^"(''* + -^+'-^')=+£' 

(dn(«_+/0=+i^; dn(«±^-s:')=+^; dn(«+£:+iJO=+-,^r 

3) Die Fundamentalwerthe der drei elliptisclien Functionen 
für Viertelsperioden von x (oder in den Mitten der Seiten 
des kleinen Rechtecks I) sind folgende: 

Um diese Formeln zu beweisen, braucht man nur in der dritten, vierfen 

und achten der Gleichungen (2) bez. u = — g-j :r > ä 3"" 

zu setzen; dann findet man 

dn^ (--) = k , sn^ (--) = - , , cn^ {--^-~) = " ^- 

Hierana ergeben sich die übrigen Werthe in (3) und die Vorzeichen 
bestimmen sieh aus den Werthen der drei Functionen mxi den Seiten 
des Eechtecks I (s. Tabelle 1). 

In ähnlicher Weise wie (3) erhält man auch die Werthe der ellip- 
tischen Functionen für die Argumente K-\ — -^ und — + iK'. 

1) Das Additionstheorem der elliptiaclien Functionen sn«, cnit, dn«, das 
EJemaim erst spater (IV § 14) gibt, wird seimer Wichtigkeit halber besser schon 
nach n § 8 oder B § e eingeschaltet. 

2) Von diesen Formeln kommen hei ßiemann nur die folgeiidnii vor (vgl, 
,m § 9 Gl. i4a) und BI @ 12 Gl. (15)) 

sn(« + iZ') = ^, cn(Ä:-i-iÄ')"-*-^. dnZ^r. 
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Abschnitt C. 
Zusätze zum dritten Absclinitt. 

§ g. Vortaemerkungen. 
[Zusätze zum dritten Abschnitt g 11 und 13.] 

Bevor wir au den aoalytisehen Darstellungen der eUiptischen Func- 
tionen einige Ergänzungen geben, schicken wir eine wichtige, all- 
gemeine Bemerkung voraus, welche den von ßiemann unter einer 
speciellen Voraussetzung entwickelten Eigenschaften und Dai-- 
stellungen der elliptischen Functionen und Integrale einen ganz all- 
gemeinen Charakter verleiht. Jene Voraussetzung, dass nämlich in 
der Grandgleiehung (11) § 3 oder (1) § a die Grosse h^ reell, posi- 
tiv und < 1 sei, zieht die Folgerung nach sich 

erstens, dass in den Periodicitätsmoduln 2K und 2iK' des Inte- 
grals M erster Gattung K und K' reell und positiv sind, dass also 
die TJmkehrungaf unetion x = f{u) ein nicht verschwindendes 
Peiiodenparallelogramm besitzt; 

zweitens, dass die Grösse q = e reell, positiv und < 1 ist, 

dass also gewisse unendliche Reihen und Producte (§ 9 und 11), 
durch welche die elliptischen Functionen sich analytisch dar- 
stellen, convergent sind. 
Es gilt nun der wichtige Satz: 

Die obige Voraussetzung über die Beschaffenheit von h^ iat 
für die Theorie der elliptischen Functionen ganz un- 
wesentlich oder die allgemeinen Sätze und Formeln in 
dieser Theorie behalten ihre Gültigkeit, wenn die Grösse 
einen ganz beliebigen, auch compleson Werth hat^) 
(mit Ausnahme von 0, 1, oo). 

1) Die Voraussetzung über /;* ist nur von Einfluns auf die EealitiUsvevhält- 
nisse, wie sie z. B. in den Figuren 10, 11, 17, l'J und in den. Tabellen A § a (ö), 
B § f (I), § h (15) angegeben sind. 



y Google 



100 Absolinitt C. 

Hierfiir hat Kiemanii'-) einen Beweis gegeben, den wir nur.kura 
andeuten; er beruht auf fönendem Hilfssatz: 

Ist u = ti'-\-iu" das elliptische Integral erster Gattung mit ganz 
beliebigem complesen Modul k^ und mit den Periodicitätsmoduln 
A = A' -\- iA" am Querschnitt a und B ^= B' -\- iB" am Quer- 
schnitt b in der Verzweigung sfläche 1", so ist der aus den reellen 
und imaginären Be stau dth eilen gebildete Ausdruck 

(1) A'B" - B'A" 

stets positiv. 
Dieser Ausdraek stellt geometrisch den Inhalt des Plächenatückes 
dar, welches die G-esanimtheit der Werthe, die das Integral ti, innerhalb 
2" annimmt, in der Ebene der eomplexen Variabein it repräsentirt. 

Aus diesem Satze ergibt sich für die Periodicitätsmoduln A und B 
Ton u Folgendes: 

Erstens. Das durch den Ausdruck (1) in der w-Ebene dargestellte 
Flächenstfick ist ein Parallelogramm mit den Ecken 0, A, A-\-B, B 
(vgl. die Abbildung in II § 6), Betrachtet ]nan statt des Inte- 
grals u mit der oberen Grenze x die Umkehrungsfunction x = f(u) 
(11 § 8 oder B § e), so folgt, dass diese Function, wie auch ¥ 
beschaffen sei, ein wirkliches Periodenparallelogramm be- 
sitzt, dass also auch niemals das Periodenverhältniss reell sein kann. 
Zweitens. Bildet man den Quotienten iB : A, so ist der reelle 
Theil desselben, wie auch h^ beschaffen sei, stets negativ; 
denn es ist 

iB ___ i B' — B- ___ - {A!B" — B'Ä') + i{ Ä B- ^ Ä- B") 

Setzt man daher q = e '*, so ist der absolute Betrag |3|<1. 
Hieraus folgt weiter die Couvergenz der zur analytischen Darstellung 
der elliptischen Functionen mit behebigem Modul li^ dienenden Reihen 
und Producte (III § 9 und 11). 

Setzt man J. = 2jff, B=2iK' und betrachtet den speciellen Fall, 
wo k^ reell, positiv und < 1 ist, so sind K und K' reell und positiv 

und folglich ist g ^= e ^ selber reell, positiv und < 1. Diese An- 
nahmen liegen der Biemann'sehen Vorlesung zu Grunde. 

Eine zweite Vorbemerkung zu dem Folgenden betrifft die 
Bestimmung des in III § 12 Gl. (4) unbestimmt gebliebenen 

1) Biemann, Ges. W., 1. A. S, 125. Vgl. meine Tteorie Aei- Abersolien Punc- 
tioaen, Leipzig 1890, S, 114 und 115. 
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Factors %. Hierau dient der folgende Grenzübergang (Jaeobi, W. I, 
8.230); es sei 

oder entwickelt 

■pW - A + M» + s-') + - + A.(s' + S-), (2») 

SO dass «0 == lim A^, . Für die Function (2) gilt die Fiinctionalgleichung 

(SS - ,'■) r(i'i) - - (1 - ?-+'s) v(s). 

Ftlhrt man in sie die Reihe (2a) ein uud vergleicht die Coefflcienteu 
von Si auf beiden Seiten, so folgt 

^,(1 - ,'•+") - - A_.9"-'(l - «■-"+>). 
Setzt man bierin h=l, 2,--,1c nnd multiplicirt die k Gleichungen, 
BO erhält man 

oder für /c = n 



A = A(-i)"r- 



Nun findet man durch directe Ausführung der Multiplication in (2) 
j4„ = ( — 1)" 2"' 5 daher wird 



und hieraus folgt für n = oo der Werth 

«0 = Um ^ = -, r-i — ^-^i ä — (2b) 

Das Prodnct im Neimer von (2 b) nnd weitere solcher Producte treten 
im Folgenden mehrfach auf; wir führen daher Abkürzungen für die- 
selben ein und setzen 



(3) 



«,-l + 5'.l + 9'.l + S'.., g,-l-5^1-,'^l~5«..(' 
Zwischen diesen vier Punkten besteht die Beziehung 

|^|-«.« oiäer e,fte.-l. (4) 

Femer folgt aus (5), da q reell und < 1 ist, 

«■>«,> 9.>ft- (4«) 
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§ b. ZuBammenstelluEg der Formen, und Eigenschaften der Theta- 
fauctionen. 

[Zusiitze zum diitten Abschnitt § Vi. und 12.] 

Die Eigenschaften der vier Thetafunetioiien sind in der 
fiiemann' sehen Vorle'-mig etwas zei&treut; wir stellen daher diese Eigen- 
schaften hiei no<hinal% kniz zusammen und fügen einige Ergänzungen 
hinzu Es galten die Bezeichnungen (vgl 11 § 11 Gl. (1) und (2)) 



(1) 



(2) 



rden Werflien u — 0, K, iK', K + iK' 
die Wertlic » — 0, -'-, '-, i + -"- 



entspreeheD. Hiemach liann mim die im Folgenden in v nnd 5 
(oder z) angeacliriebeiien Tlietaformeln ieiclit auf «, 2K, ^iK' über- 
tragen. 

Die Thetafuüctionen sind die unendlichen Producte oder Summen, 
die in den Zählern und den Nennern der elliptischen Functionen sn u, 
eu M, du u auftreten. Aus den Darstellungen in Abschnitt 11 § 11 
Gleichungen (11 — 13) erhält man die folgende Definition der Theta- 
functionen in Productform (Jacobi, W. I, S. 224)^) (wobei Q^ das 
Pi-oduet (3) 5 g und » — 1, 2, . ., 00): 

#,(«) = »,(11) — 2s"»Bin «» ft JJ(1— 2j"»oos 2itij + g"), 

8,(.)_a,(>.)-23'"co8«.ft[7(l + 2(/-cos2« + ,/-), 

e,(«)-»a(»)- ajrja+ä«"— 'i!os2«+s"->), 

@ (»)_» (s)_ e.JJ(l-2s'— 'cos2i.e + »'— '). 

Hieraus ergeben sich (vgl. 11 § 12 Gl. (5) und (13)) die folgenden 
Darstellungen der Thetafunctionen in Summenform (Jacobi, 
W. I, S. 231) (n — 1, 2, . ., CO); 



(3) 



1) Jacobi sehi-eibt utsprimglicb H(ti) füi' &^ (ii). 
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®,(,,) _ 9,(y) — 2^{~ 1)— > j(— !«■ Bill (2« - 1) ,» 
@,(«) - », W - 2_2;,<— .»■ »5(2« - 1) «. 
©3(m) = ^3(1)) = I + 2_^2"' cos 2TO3ir 

8 (...) _ » («) - 1 + 2_2'(- 1)" 5' «o» 2 « « » ■ 

Wir stellen ferner die wichtigsten Eigenöchafteii der Theta- 
funciionen zusammen. 

1) Die Thetafunctionen hängen nur ab von den Verhält- 
nissen u : 2K: 2iK', also nur von zwei Grössen v und t oder v 
und q; es gelten die Gleichungen (Homogenitätegleichungen) 

&.(v, t) = @i{u, 2K, 2iK') = @i (~, ^, - ^-) (i = 1, 2, 3, 0), (5) 

wo m eine beliebige Grösse ist. 

2) Die Thetafunctionen sind nach (3) oder (4) theils gerade, 
theils ungerade Functionen von u oder v\ es ist 

3) Die Nullpunkte der Tketafanctionen (vgl. III §12 Gl. (6)) 
sind {m, ra = 0, + 1, + 2, ■ -) 

@^(m)=*^(v)=0 „ u={2m—\)K-\r^niK' „ «=m-|+«r 

@j(w) = #3(ü)=0 „ M=(2m— l)^+(2tt— l)^*:' „ «=,»—■ ^ + ()i~--)r 
(«.)=^ («j)==0 „ M=2mX+(2n— 1)*^:' „ v=m-}-[n~~^x 

Für hinreichend kleine Werthe von q ist annähernd nach (4) 
^^{v) = 2gi/* sin %v, »^iv) = 1+22 cos 2ÜU1 
^,(1.) = 22^4 cos %v, %(v)^l-2q cos 231« f *^^^ 

4) Relation zwischen den Thetafunctionen für die Null- 
werthe der Argumente. 

Setzt mau in (3), nachdem die erste Gleichung nach v differenzirt 
ist, -u = Oj ü =^ und benutzt die Abküi-znugen 

@;(0) = &.;(()) = &; = ■&,-, (i = 0, 2, 3) (9) 



CT 
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SO erhält man 

Daher besteht naeli § g (4) zwischen i^j', i^^, &^, i> die Iteiafcion 
(11) «»»,», — »,' oäer iü@S,S, — 2X8,', 

Die vier Werthe &^', &^, &^, & sind reell und positiv und ea ist uacli 
§g (4a) », >»j-, », >a. 

5) Periodieitätsformeln der Thetafunctionen (Vermehrung von 
V um ganze Perioden 1, r, l + z) (vgl. II § 12 Gl. 7) (Jacobi, 
W. I, S. 225) und 

6) Verwandlungsformeln der Thetafunctionen (Vcrnnehrung 
von V um halbe Perioden -^-, -J, y + t) W' '^ S 12 Gl. 12 
und 16) (Jacobi, W. I, S. 226): 

( »■(»±1)— »i(»)> 



(12) 



(13) 



(14) 



»,(„+t) = -ä->e+>'».»,(c), 
9,(c+r)— + 5-'<!+"'" »,(»), 
*3(v + T) = + ^'e+^'"^93();), 
» (ii+i)— 3-'e+""» (i>). 



».("ii) 



«■,(»±1)— ».(»), 9.(<>+i)-+»,{«), 

»=(»+i)-+»,W, »■{''+2)-+» «. 

> (»+!)- + » (»). (»+!)_ + »,(»). 

»,(»+-2)— +i<r '"«+■■"•» (f), 

».(«±|)-+ 9-"'e+'~»,(„), 
9.(<'+J)-+ r'"e*"-»M, 
* (" + 1) — + ><r"'e+'"»i(»)' 

*.(» + ¥+l)-+ 9-"*e-'"»>W, 
»a(»+-J+|)- + i<r"'<^'-»i(»). 

* ("+¥+-3-+ «-'"«-"■»iW- 

7) Fnndamentalwerthe der Thetafunctionen für halbe Perio- 
den in den Ecken und aaf den Seiten des Parallelogrammes 



,(»+ 


+ r). 


■ + 'i- 


e-^ 


"■»iW, 


,(v + l+,)- 


= — ^~ 


e-^ 


■"•»,(,), 


►,(»+ 


1 + r). 


- + 9- 
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'"».(«). 


>(»+ 
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e- 


'»■» («). 
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§ h, Zusiimmeiistellting der 1' 



1 und Eigenschaften clor Tiietafunctioner 



^! -^ > T ~^ "V ' 'V '^'^^ t-'-Ebene, das wir eEtspreeheiid den früheren 
iftit I bezeichnen. (Fig, 21.) 

Die Functionen *i(»), &i{v), &s{v), Qiv) haben in der Ecke v-=0 die 
positiv reellen Werthe 0, &^, ■&j, *. Hieraus ergeben sieh mittels der 
Verwandlimgsformeln (12 — 14) die Werthe ^ ^ ^ 

der -vier Functionen in den übrigen Ecken. 

Femer ist, wenn a;reeU, sina:, eos^und 
cos(*3:)reeU, dagegen sin (ia;) rein imaginär. 
Daher folgt aus (3) oder (4), dass auf der Seite 
Oj -s" die Werthe der vier Thetafanctionen 
positiv reell und dass auf der Seite -^, Tig. 21. 

die Werthe von &'^{v), &s{f>),&{v) positiv reellj die von ^■^(v) positiv 
imaginär sind. Hieraus ergeben sieh die Werthe der Functionen auf den 
übrigen Seiten mittels der Verwandlungsformeln (12—14). Man erhält 
so die folgende Tabelle, in der Ä und B positiv reelle Werthe be- 
deuten, die mit v variiren. 
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Aus den Werthen der Thetafanctionen im Innern von I ergeben 
sich die Werthe im Innern von IV (vgl. Pig, 21) durch die Bemerkung, 
dasH für conjugirt complexe Werthe von v auch die ^i(v) conjugirt 
Lomplexe Werthe haben und im Innern von II imd III durch die 
Bemerkung, dass ^i(«) eine ungerade, die anderen 9-i(v) gerade Func- 
tionen von V sind. Schliesslich erhält man die Werthe der Theta- 
functionen in allen übrigen Punkten der «-Ebene mittels der Periodi- 
citätsformeln (12 — 14). 

8) Die vier Thetafunctionen genvigen derselben linearen, 
partiellen Differentialgleichung, nämlich (vgl. V § 22 (2)) 



(2 = 0,1,2,3), 



(16) 



wie sich uiunittelbai 



! (4) ergibt. 
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§ i. Darstellung der elliptischen Functionon durch. Thetafunctionen. 
Berechnungen. 

[Zusätze zum dritten Abschnitt § 12.] 

Die Formeln, welche die elliptischen Functionen durcli Tlieta- 
fiinetionen darstellen, geben noch zu folgenden Bemerkungen 
Anlass. Ea ist {UI § 12 Gl. (15)) (Jacobl, W. I, S. 235): 

' > 0(m) ' 

yi — k^x = dn M = A3 %^j ■ 
Denn die drei Functionen der linken Seite haben dieselben 0^ und 
00^ Punkte und zugleich dieselben Perioden wie die Thetaquotienten 
der rechten Seite. Zur Bestimmung der Constanten A^, Ag, Ag 
setzen wir, ähnlich wie in IE § 12, in den Gleichungen (1) m = 0, 
K, K-\-iK' oder » = 0, y,y + -^. Dann ist x = 0,l,l/7^^, 
während die Thetafunctionen die in Tabelle § h (15) angegebenen 
Werthe haben. Berücksichtigt man die Verwandlungsformeln § h 
(12 — 14) der Thetafunctionen und die Differentialgleichungen § e (3), 
so erhält man die Grenzbestimmungen 

/dnM\ 0_ _ j"— k^ sn u cn mI +ik' _ k'q'-'^ 

Mit Hülfe dieser Gleichungen ergeben sieh aus (1) durch die Sub- 
stitutionen u=^0,K,K-i-iK' für A^, Aj, A3 die Werthe: 
1 & — ^ — _? ^ ^®9 1- 

(2) |A, = cn«-^- = -g^-,5=^g,^^ = .-^^-^'-= y-^, 

wo die letzten Grössen durch Multiplieation aus den zwei, vorher- 
gehenden folgen. Multiplicirt man die drei Werthe, die &^ enthalten 
und benutzt die Gleichung (11) § h, so erhält man (Jacobi, W. I, S. 235) 

(3) e.- = y^yu', ®,_]/^Vä, ©.-"/if, ©-"l/^yF, 

und 
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Die vorstehenden Gleichungen dienen auch zu Berechnungen, 
nämlich 

zur Berechnung der Grössen q, K, K', wenn ft gegeben ist 
und zur Berechnung von u, wenn x gegeben ist. 

1) Zur Berechnung von ^ aus h geht man aus von der Formel (4) 
1/p" — ^ — l-2g4-2g'-2g°+.- -. 

' '" % l + 2ä-f2g* + a3»+-- '■' -^ 

Man findet in erster Annäherung, d. h. wenn man g* gegen q ver- 
naehUiasigt, 

y/? = L~45 oder 22 = ^—1^"''-. (6) 

Stärker wird die Convergenz, wenn man ausgeht von der Gleichung 

_ i-yF _ 61. -@ _ %ifi±_t±.<i;L±^) (q\ 

deren Umkehrung lautet 

q^lJ^2V-[-\hP+ 150^1» + ■-. (7 a) 

Um eine Vorstellung von der Convergenz dieser Reihe zu geben, sei 

k = h-== yiß = 0,70710678 ; 
dann findet man für die acht ersten Decimal st eilen 

l = 0,04321363, q = 0,04321393 = -~-, 

so dass q durch das erste Glied in (7 a) schon auf sechs Decimalen 
genau erhalten %yird. 

Man erhält ferner die Grösse K aus (3) 

]/^_8,-l + 25 + 25« + 22» + .- (8) 

oder noch besser aus 

y ^ -i+v¥~ 1+v^^' *•'' 

endlich die Grösse K' aus (vgl. II § i) Gl. (2)) 

^■ = fi"«(|) = fH(i)- (.0) 

2) Zur Berechnung von u oder v aus x dient die Formel 

yiZZ^T^ Ö3(") l + 22co92^c+23'cos4™«-i-29«cos6«».4-.."'-^^-' 
In erster Annäherung findet man 

c 1 — 23COs2ir*t ] o si 1 — S ,,,-,, 

^ i ' ig " - ' ö • o*ier 25 cos 2re« = - -j_-^ ■ (12) 
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stärker wird die Oonvergenz, wenn man ausgeht von 

SO dass in erster Ännäliemng sich v bestimmt aus 
(14) 2q cos 2zv = J". 

Diese Formeln sind besonders geschickt, wenn x in dem Intei'vall 
zwischen and 1, also w zwischen und K, v zwischen und -^ liegt, 
wie dies bei Anwendungen häufig der Fall ist. Für andere Intervalle 
wählt man zweckmässig andere Formeln. 



§ k. Erste Darstellung der allgemeinen elliptischen Function 
durch Thetafunctionen. 

[Zusätze zum dritten Absohnitt g IS.j 

In der Riemann'sehen Vorlesung (III § 13) sind die Darstellungen 
der allgemeinen elliptischen oder doppelt periodischen Func- 
tion durch Thetafunctionen nur berührt. Ihrer Wichtigkeit halber 
geben wir in diesem und dem folgenden Paragraphen einige Aus- 
fühnmgen. 

In (II § 6 und 7) wurde die Verzweigungsfläche T' der Function 
y = Yi^, ^) durch das Integral erster Gattung u auf das Perioden- 
rechteck P der w-Ebene mit den Seiten 2K und 2iK' abgebildet. 
Daraus ergab sich (II § 8 und B § e) der Satz, dass x und y doppelt 
periodische Functionen von u sind mit den Perioden 2K und 2iK'. 
Hieraus folgen weiter die Sätze ^): 

(I) Jede rationale Function R(x,y') der beiden durch die 
Gleichung y^ =^ (x,k) verbundenen Variabein (sc^y) ist eine 
doppelt periodische Function F{uj von u mit den Perioden 
2K und 2iK'. 
(la) Umgekehrt: jede doppelt periodische Function F(u) von 
M mit den Perioden 2K und 2iK' ist eine rationale Func- 
tion It(x,y) der beiden durch die Gleichung y^ ^ (x,U) ver- 
bundenen Variabein (^, »/)- 

Ferner wurden zu Anfang von § b die Eigenschaften und Dar- 
stellungen einer Function E(x, y) kurz besprochen. Nach Satz I gelten 
analoge Eigenschaften und Darstellungen für eine doppelt periodische 

1) Auf iknen beruht die Analogie zwischen den Sätzen 1 g 1 und 2 und den 
zu Anfang von -i § b erwähnten Sätnen. 
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Pimetion F(u). Die allgemeinen Eigenschaften einer doppelt periodischen 
Function F{u) sind bereits in I § 1 und 2 zusammengestellt. Es soll 
daher hier noch näher auf die analytischen Darstellungen Ton 
F(u) aus gegebenen Elementen eingegangen werden. 

Eine Ennction F(u) hat eine bestimmte Ordmmg m, d. h. die 
Zahl ihrer 0' und co'- Punkte im Periodenrechteck P von den Seiten 
2K und 2iK' ist dieselbe {= m). Die Function F(u) lässt sieh 
analytisch darstellen, wenn in dem Periodenrechteck F der M-Ebene 
gegeben sind entweder die m 0* und oo^ Punkte oder die m cx)^ Punkte 
und die zugehörigen Residuen der Function. In beiden Fällen sind 
aber die 2m Elemente nicht unabhängig, sondeni durch eine Relation 
verbunden. So entstehen zwei Aufgaben. 
Die erste Aufgabe lautet: 
Eine doppelt periodische Function F(u) von den Perioden 
2K und, 2iK' und von der Ordnung m darzustellen aus 
den m 0^ Punkten Ui, ■ ■, u„^ und den m oo^ Paukten ul, ■ -, mÄu 
die sämmtlich iu demselben Periodenrechteck P liegen 
mögen. 
Wir wissen bereits (I § 1 Satz IV), dass zwischen diesen 2m 
Punkten die Relation bestehen muss 

^ («; - «;) _ ^ 27f + « 2i JT' ;l-1 . (1) 

Von den 2m Werthen th und ii; sind 2m — 1 beliebig wählbai-, der 
letzte Werth aber ist alsdann durch (1) bestimmt; die Grössen ft und v 
sind ganze Zahlen, 

Zur Lösung der Aufgabe kann man jede der vier Thetafunctionen 
verwenden. Zu der einfachsten Darstellung führt die ungerade Function 
0i(m), weil ®i(i{) = für h = 0, also ®^{u — u,) = für m = % wird. 
Man kann indess von ®^ durch die Verwandlungsformeln (§ h (12 — 14)) 
leicht zu jeder anderen Thetafunction übergehen. Wir bauen mittels 
der Function &i(ii) einen Ausdruck auf, der dieselben 0^ und <x>^ Punkte 
und zugleich dieselben Perioden hat, wie die zu bildende Function F{u). 
Ein solcher Ausdruck kann sich von F(u) nur um einen constanten 
Factor unterscheiden, da der Quotient beider Functionen in der w-Ebene 
(einschhesslich des Punktes m = oo) nicht mehr unendlich wird. Die 
G-leichung (1) vorausgesetzt , bilde man den Ausdruck 

«.(—^•) - «.(.-<) 
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Derselbe hat bereits die 0^ imd oo^ Punkte der Function F(u). Die 
Constante c lässt sieli leicht so bestimmen, dass der Ausdruck (2) auch 
die Perioden 2K und 2iK' erhält. Nach den Periodieitätsformeln für 
@j(m) (§ h (12 — 14)) sind hierzu die zwei Bedingungen zu erfüllen 

worin q und ö noch unbestimmte ganze Zahlen sind. Hieraus folgt 
c = — ^ und ^{ut^ti-)^^2K-]-s2iK'. 

Die Vergleiehuog mit (1) zeigt, dass man p ^ ji, g ^ v zu setzen 
hat, um allen Bedingungen der Aufgabe zu genügen. Man erhält so 
für ^'(*0 ^'"^ Darstellung 

-.■-"" rr @,(u — ii°) 

Die Constante C bestimmt sieb entweder dadurch, dass ]nan zu einem 
Punkt u den Werth von ^''(m) angibt oder dadurch, dass man beide 
Seiten von (3) nach Potenzen yoii u oder einem der Ausdrücke u — M; 
oder u — ?*/ entwickelt imd die Coefficienten entsprechender Potenzen 
vergleicht. 

Liegen die Stellen uj und ii,', wie wir angenommen haben, alle in 
demselben Parallelogi'amm P, so sind im Allgemeinen die ganzen 
Zahlen fi und v in (1) von verschieden. Indem man die 2jk 0^ und 
oü^ Stellen in verschiedenen Parallelogfaramen wählt, kann man ft und 
V auch gleich machen. Hat die Function F(u) und oo Punkte 
höherer Ordnung, so fallen von den Pactoren in Zähler und Nenner 
von (3) mehrere zusammen. Die vorstehenden Ent Wickelungen geben 
den Satz; 

(II) Eine doppelt periodische Function F(n) von der Ord- 
nung m stellt sich dar durch die Form (3), d. h. abgesehen 
von einem Exponentialfaetor durch den Quotienten zweier 
Producte von je m Thetafunctionen. Die Argumente dieser 
Functionen enthalten die 0^ und oo^ Punkte ii! und ti/ der 
Function und diese Punkte sind durch die Relation (1) ver- 
knüpft. 

Wir geben ein paar Anwendungen der üleicbung (3), die 
später benutzt werden. 
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1) Die Function a; — % ^ sn^ M — an^M„ wird als Function von 
u gleich oo^ in u =^ iK' und gleieh 0^ in tt e^=e + u^ . Man hat 
daher nach (3), da v = — 1 ist, 

X — Xt, = sn" u — sn- «„ = C ■ ^*^ — «—'^ — i^.i.—"'. . e ^ , 
" " &\iu — iIC) 

Führt man mittels der Verwand! ungsformeln (13) § h im Nenner © 
statt ®^ ein und bestimmt die noch von m^ abhängige Constante C 
durch die Substitution m ^ und Vergleichuug mit der ei-sten Formel 
(1) § i, so erhält man 

X 0^0 — sn M sn ii^— ^ @»@»(m^) \V 

2) Die Function 1 — 'Wxx^^l — fc^ an^ is an^ Mj, wird als Function 
von M gleich oo^ in uv^iK' und gleich 0^ in m ^ + (mq + i-KT'), 
wie aua der Formel III § 9 (4a) oder B § f (2) heiTorgeht. 
Man findet durch daaselbe Verfahren wie in Beispiel 1 die Glei- 
chung (Jaeobi, W. I, S. 207): 

1 - l^^xx^ ^l^h^m^u Sil? u, = 0^,,)0.(i;„) ■ i^) 

Aus Gl. (4) erhält man sehr einfach eine Relation zwischen ©^-Func- 
tionen mit vier Argumenten, die man als das allgemeine Additions- 
theorem der Thetafunctionen bezeichnen kann und aus der sieh 
durch Specialisirung der Argumente weitere wichtige Formeln ergeben. 
(Vgl. E § s Gl. (35), wo dieselbe Gleichung für die Sigmafunction ab- 
abgeleitet ist.) 

§ 1. Zweite Darstellung der allgemeinen elliptischen Function durch 

Thetafunctionen. Eigenschaften der Function Zi^d), 

[Zusätze zum dritten Absclmitt g 13.] 

Bevor wir an die Lösung der zweiten in § k gestellten Aufgabe 
gehen, schicken wir die wichtigaten Eigenschaften der logarithmischen 
Ableitung der Thetafunctionen, die sich unmittelbar aus den Eigen- 
schaften, der Thetafunctionen selbst ergeben, kura voraus. Die logarith- 
mischen Ableitungen der Functionen ©(m), ©)(«), ®2(m); ©aC**) werden 
bez. mit Z{ii), Z^(u), Z^{u), Z^(u) bezeichnet. Sie sind ungerade Func- 
tionen von u und = oo^ in den nämlichen Punkten, in welchen die 
entsprechende Thetafunction ^ 0^ wird. Sie haben ferner gewisse perio- 
dische Eigenschaften, gewisse Additionstheoreme uud Verwandlungs- 
formeln. Durch die letzteren kann man wie bei den Thetafunctionen 
leicht von einer der jZ- Functionen zur anderen iibei^ehen. Es genügt 
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daher, eine dieser Functionen näher zu betrachten; wir wählen hierzu 
die von Jacobi vorzugsweise benutzte Function Z(u), also 
i^\ ^'..-^ dlog&ju) _&'iu) 1) 

Die Eigen Schäften dieser Function und ihrer A.hieitiingeii sind 



1) Die Function Z{u) ist eine ungerade Function; es ist 
nämlich ®{—u) = ©(w) (§ h Gl. (6)), folglich 

(2) Z(^M): Z{u). 

Die höheren Ableitungen Z'(u'), Z"(u), ■ ■ sind daher abwechselnd ge- 
rade und ungerade Functionen von u. 

2) Die periodischen Eigenschaften von Z(}t) (Vermehrung 
von M um 2K, 2iK', 2K+2iK") sind (vgl. § h GL (12—14)) 

iz{u + 2K) = Z{n), Z{u + 2iK') = Z{%i) - J, 



(3) 

' Z{u^2K+2iK')^Z(u)-'^- 

Die höheren Ableitungen Z'(u), Z"(u), • ■ sind ^daher doppelt perio- 
dische Functionen von w mit den Perioden 2K und 2iK'. 

3) Die Fundamentalwerthe von Z{u) für halbe Perioden 
(in den Ecken des Rechtecks 0, K, K -\- iK', iK' der «-Ebene) sind 

(4) Z(0)-0, Z{K)-0, Z(K+iK')--^ Z[iX') = ^\ 

Die erste Gleichung folgt aus (2) fUr m = 0; die zweite und dritte 
Gleichung aus der ersten und dritten Gleichung (3), indem man ii^= — K 
und u = — K—iK' setzt; die vierte Gleichung endlich aus (7) § h. 
Die höheren Ableitungen Z'{u), Z"{u), ■ ■ werden für m = iK' 
unendlich in höherer Ordnung. Ebenso ist 
(4a) 2^(0) = 0, 23(0) = 0, dagegen 2,(0) = co. 

4) Die Additionsformel der Function Z(u) ergibt sich am 
einfachsten aus der Gleichung (5) § k durch logarithmiaches Differen- 
ziren nach u und Ug, nämlich 



(5) 



iZ(u + u,) + Z{u-u,)-2Z(u)- 
\z(^, + „^) _ z(u - u,) - 2Z{u,) = - ^ 



1) Durch, diese Gleichung oder durch 0(m) = 0(0) ■ c" , worin Z(») 

durch das Integral aweiter Gattung i^(M) (§ m 61. (8)) hestimmt ist, hat Jacobi 
zuerst die Function 0(m) in die Analysis eingeführt (Jacohi, W I, S. 198). 
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woraus (Jacohi, W. 1, S. 207); 

Z{u -[- Mo) — Ziu) — 2(mo) = — /f' sn u sii u^ sn {u + u^), (6) 
wenn man das Addition stheorem Yon sn u benutzt (IV § 14 Gl. (12)). 
5) Die Verwandlungsformeln der Function 2'(m) (Vermehrung 
von M um K, iK') ergeben sieh durch logarithmisehea Differonziren 
der Verwandlungsformeln der Thetafunctionen (12 — 14) § h nach u. 
Man findet: 

Z(u±Kj^Z,(u), Z(u + iK')-Z,(u) + i^' 

Z,(« + I) _ Z,{u), Z,(« + iK') - Z(») + II 

Z,(u + K) - Z,(n), Z,(u + iE') - Z,(«) + £ 

Z,(u + K)- Z{u), Z,(« + iK') - Z,(u) + i» 

Verbindet man damit die Formeln, die durch logarithmisches Diffecen- 
ziren aus den Gleichungen (1) § i folgen, so erhält man 

Z{u ±K) = Z,(u) = Z{u) - ~l~-^ I 

Z{u±JC) =^^(^)+ij = 2(,0 + ^?^ + |J. (7a) 

Z{u^K+iK-)^Z,{u)-^^Z{u)-'^^-^ 

6) Eine Darstellung von Z{ü) durch Partialbrüehe mit un- 
beschränkter Gültigkeit in der M-Ebene ergibt sich aus der Product- 
form der Thetafunctionen (3) § h durch logarithmisches Differenziren 
nach M, nämlich (w = 1, 2, ■ ■ oo): 

Zki) = Z{2'Kv) = ^ y g^"-'""^"" ^ — - , (8) 

und eine Darstellung von Zi^C) durch eine trigonometrische 
Reihe mit beschränkter Gültigkeit in der «-Ebene ergibt sich ans (8) 
durch Entwickelung der Partialbrüehe nach Potenzen von s = ?}'"'', 
nämlich (Jaeobi, W. I, S. 187) 

Z{u) = Z(,^Ki) = ^ _2 '-T"l^r ■ (») 

Diese Entwickelang ist gültig, so lange g < | s j < f^, oder, wenn 
v = v'-\- W, so lange ^ > 2w" > — J ist (vgl. III § 10 (12)). 

Kach diesen Vorbereitungen gehen wir an die zweite Aufgabe, 
die in § k gestellt wurde, nämlich: 

aiamann'. Voileago. üb. cUipt. Punot. 8 
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Eine doppelt periodische Function F(u) mit den Perioden 
2K und 2iK' und von der Ordnung m darzustellen aus 
den m oo^ Punkten m^,- -jU^, die in einem Periodenparal- 
lelogramm liegen mögen, und den zugehörigen Residuen 

Wh' wissen bereits (I § 1 Satz U), dasa zwischen den m Residuen 
die Relation bestehen muas 

(10) ^A'-O, 

während die m oo^ Punkte behebig wählbar sind. Zur Lösung der 
Aufgabe verwenden wir die Function Z^(ii) und stellen mittels der- 
selben einen Ausdruck her, der dieselben oo' Punkte und Residuen 
und zugleich dieselben Perioden hat, wie die zu bildende Function Fiu). 
Ein solcher Ausdruck kann sieh von F{u) nur um eine additive Con- 
stante unterscheiden, weil die Differenz beider Functionen in der M-Ebene 
(einschliesslich des Punktes u = cx>) nicht mehr unendlich wird. Da 
im Punkte u^ii,' Z^iu — «/) = oo^ wird wie l:(u — m/), also 
F(u) —~ Ä'Zi(u — «,') endlich bleibt, so ist der Ausdruck 

(11) W(u) = F(u) - A^Z,{u — «;) A" Zi{u — u;,) 

im Periodeurechteck P eindeutig und nicht mehr rrnendlieh; er hat 
zugleich schon die Perioden 2K und 2iK', da nach (3) oder vielmehr 
den entsprechenden Gleichungen für Zi{u) und wegen (10) 

r(M 4- 270 = 1' W; ^(» + 2i^') = W(ti) + J ^A' = ^(iO- 

Daher ist der Ausdruck (11) gleich einer Constauton 6'„ und man liat 
für F(u) die Darstellung 

(12) F{u) ^ ^A'Z,(u - «/) + C, . 

Die Constante G^ bestimmt sich entweder dadurch, dass man zu einem 
Punkte %i den Werth von F{u) angibt oder dadurch, dass man beide 
Seiten von (12) nach Potenzen von u — u/ entwickelt und die Coef- 
ficienten vergleiclit. 

Die Voraussetzung, dass alle Punkte u,' in einem Periodenrechteck 
liegen sollen, ist unwesentlich. Denn setzt man V;'^= Ui'-\- m^K -}- n2iK' , 
so ist Z,{u — vi) = Zi{u ~ ul) — n J, so da^ sich in (12) nur die 
Constante Cq ändert. Wir fassen das Resultat zusammen in den Satz: 
(I) Eine doppelt periodische Function F{ti) von der Ordnung 
m mit den oo^ Punkten ih, ■•,Um und den zugehörigen Re- 
siduen A^,--,A^" stellt sich dar durch eine Snmra.e von mZ^ 



y Google 



g 1, ZweiteDaist. (i.allgcm, elliplLFimet. dardiTlietafimct, Eigenscbaftenii.ü.w. 115 

Functionen. Die Argumente derselben enthalten bez. die m 
oo^ Punkte m/ nnd die Ooeffieienten Ai sind durch die Re- 
lation (10) Yerkniipft. 

Die Darstellung (12) läast sich leicht verallgemeinern für den 
Fall, dass F{u) in einzelnen Punkten von höherer als erster Ordnung 
OQ wird. Seien iM.,ti%, ■ -, i4 dio oc Punkte von 'F{\i) in P und soi 
in m/ i*'(t() gleich co wie 

so findet man leicht für Fi^i) den Ausdruck 

i=w-c.+2[^.%(«-";)+y'Ä(»^«;)+H-r:2^^4°'""(''— '.')]■(") 

Die Darstellungen (12) und (14) lassen sich in Verbindung 'setzen 
mit der ersten Darstellung der elliptischen Functionen m § k Da 
nämlich die logarithmische Ableitung einer doppelt periodischen Func- 
tion wieder eine solche Function mit denselben Perioden ist, %o eihalt 
man aus der Gleichung (3) | k durch logarithmisches Diifeienzireu 
nach M (oder auch nach einem der Ui oder n[) Darstellungen der 
Form (12) und (14) dieses Paragraphen. 

Wir geben auch hier ein paar Anwendungen, die spater be- 
nutzt werden. 

1) Die Function x-^x^ wird als Function von » in u^^iK' 
gleich oo^ wie l^'^{ti-^iK')~'''^) oder wie — ■h~''Z^{u — iK')i, daher 
hat mau nach (14) und den Yorwandlungsformelu von 2j(w) 

i:^{x - x^) = z;{u^ - HC) — z;{u ~ ix') = ;?'('0 ~ -^'OO- (i&) 

Setzt man x,^ = -,^ , also «„ ^= K -\- HC, so erhalt man 

1 — h^x = dn^ u = ZXu) — Z\K + HC). (16) 

2) Die Function — wird als Function von u in « = gleich oo^ 
wie M~^ oder wie — Z,'(u). daher hnt man ^ = (7n — Z.'iit). Zur 
Bestimmung von C^ setze man ä; = oo, u^=iK' \md benutze die Ver- 



,. /u~iK'\ dx ( -x-^!^ \ . 1 
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wandlungsfoiinelii (7) der ^i-Funetionen, nach denen ^/(m + iK') 
=. Z'(»), «Iso Z;iiK') — Z'(0) ist. So oAält man 



§ JH. Darstellung elliptischer Integrale durch Thetafunctionen. 
[Zusätze %\\m dritten Abschnitt § 13.] 

Auf Grund der Attsi'ührungeii in § 1 geben wir einige Ergänzungen 
zn der in III g 13 behandelten Aufgabe, das allgemeine elliptische 
Integral als Function von u durch Thetafunctionen darzustellen. Ist 
R{x,y)=^ F(u) eine allgemeine elliptische Function, so hat man nur 
mit dx : 2")/^, Ä) = du zu moltiplieiren und erhält dann aus der Glei- 
chung (12) § I für das allgemeine elliptische Integral die Dar- 
stellung durch Thetafunctionen 

(1) /^l;^' -fn«) <!" - 0,u +t\+ ^A' log », („ - »;) 

und entsprechend aus (14) § 1 eine leicht anzuschreibende allgemeine 
PonneL 

Wir geben zwei wichtige Anwendungen, die in § I schon vor- 
bereitet sind. 

1) Für das Jacobi'sche Integral zweiter Gattung E{u) mit 
dem algebraischen Unstestigkeitspunkt x = ao (vgh A § b (5)) 
erhält man aus (16) § 1: 

(2) _E(.) -J ","^j' -/all' « *• - ^(») - «Z'(^ + «'), 

da die Constante der Integration = wird wegen der ersten Glei- 
chung (4) § 1. 

Ebenso erhält man aus (17) § 1 für das Integral zweiter Gattung 
mit dem Unstetigkeitspunkt a: = 

wovon wir in § s Gebrauch machen. 

Wir stellen einige Eigenschaften der Integralfunction .E(m) 
(2) zusammen. 

Bezeichnet man die Periodieitätsmoduln von E{ii) (oder die 
Werthdifferenzen von E(u) an den Querschnitten a und b der Ver- 
zweiguEgsfiäche T'), welche den Werthen 2K und 2iK' des Integrals 
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erster Gattung ii entsprechen, mit 2E und 2iE'\ so ist analog den 
Gleichungen (2) in II § 5 

,E= ß—'ß'}^'^-^fdnUu(u, il<:"^ ß=^M^^f^du. (4) 

J 'iVixjc) J J 2y(^ J 

Hiernach sind die Fundamentalwürthc von E(u) 

E{0) = (i, E{E)=^E, EiK+iK')^E + iE", E(iK')^o^ (4a) 

und die periodischen Eigenschaften von E[u) 

E(u + 2K) = E{u) + 2E, E(u + 2ijq = E{u) + 2iE". (5) 

Bildet man die zwei mittleren Gleichungen (4a) nach (2) in Z, 
so erim,lt mtin wegen (4) § 1 

E = ^ KZ'{K + iK'), iE"=~-^^ — iK-Z'{K^iK'), (ö) 

so dass zwischen den Periodicitätsmoduln 2E nnd 2iE" die 
Relation besteht 

EK'~E"K^^^-, (7) 

und die Gleichung (2) ühergeht in (Jacobi, W. I, a 187) 

E(u)^Z(u)^^u. (8) 

Legendre führt eine andere Grösse E' ein, die mit 2iE" einfach 
zusammenhängt, aber kein Periodieitäfcsmodul von E(m) ist. Setzt man 
nämlich (vgl. II § 5 Gl, (4)) 

]-i-\-l'^^\ und fe^:t^ + /='V^ = l, (9) 

30 ist die Legendre'sche Grösse E' defiiiirt dureli 



E'- 



^-\/{x\k-) J 2y(c 



/ %-\/(x,k) ^ -r V ; 



Eliminirt man E" aus (7) und (10), so ergibt sich zwischen K, IC 
und E, E' die Legendre'sche Relation^) 

EK' -\- E'K— KK- = y ■ (11) 

Ferner erhält man eine Additionsformel für E{ii) ans (8) und der 
Gleichung § 1 (6), nämlich 

Ein H- ^(o) = E{u) + E{ii^ — k' m u m «„ sn (u + m„) (12) 



1) Legendre, Traiy, T. I, Cap. 12. 
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und Verwandhmgsformeln für E(il) (Vermehrung von « rim K, 
iK', K+iK') ma (7), (8) und den öleiclraugen 5 1 (7) 

(13) \E(u + iK'} - E(..) + °°*''„°" +i£", 
[E(ii + K+iK') — E{u) — " ' J'^ " +iE". 

DifFerenzirfc man (8) nach u und setzt tt = 0, so folgt 

(14) E=K — KZ'(0). 

Man kann hierin Z'(p) in zweierlei Weise ausdrücken. Difforcnzirt 
man Gl. (9) § 1 nach u und setzt u^O, so erhält man 

(14a) £_K--?j;^-i^ (.,_l,2,..oo). 

Trägt man dagegen Z'{0) = 0"(O) ; @(0) ein uod benutzt dio Ent- 
■wickelungen der Thetafunetionen § h (4), so erhält man 
/UM ^^ _ ^ _ 2«' g- 4g*+9g«-163 " + .. 

Die letzte Formel ist geeignet zur Berechnung von 7i; aus £ erhält 
mau £" nach (7) und E' nach (11). 

2) Das Jacobi'aehe Integral dritter Gattung J7(i(., m„) mit 
den logarithmischen Unstetigkeitspunkten -\- % und —u^, 
nämlich {Jacobi, W. I, S. 197) 

(15) Il(a,u^=^}c^yn 1 -= = PsnM|.cn%dni(„ i ü -rr - ^ - ^^ — 

V ; W o; 30j 2(l-F^a;„)l/(«,S) * *> y l-ft'sn'Msn'«, 

■wird durch Thetafunetionen dargestellt, indem man die Function unter 
dem Integralzeichen nach (12) § 1 durch die Function Z^(u) ausdruckt. 
Dies ist bereits goachehen in der zweiten Gleichung (5) § 1 (die sieh 
aus (5) § k durch logarithmisches Difforenzireu nach it^, ergab), nämlich 

afc'yo^ _ 2Pen')tsnM„cnu„dnM^ __ „, > „, _1_ ,, -i _L 9 7/,, \ 

i—l^xx ~ ' — i—k^sn^ ' nsa^u" ~ ^/ill — Uj — ^itt + UcJ-t ^^K'i-h)- 

Durch MultiplicatioD mit an und Integration erhält man die Dar- 
stellung von 7r(w, Mn) durch Thetafunetionen (Jacobi, W. I, 
S. 198 und 207) 
(16) mu, K) = l. log |[~g + uZ(u,)- 

Wir stellen wieder kurz einige Eigenschaften von n{i(,u„) 
zusammen. 
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1) Vertauschung von Parameter u und Argument ;(„. Durch 
Yerfcanschnng von u mit «g folgt unraittelhai' aus (lö) die Gleichung 
{Jacobi, W. I, S. 199) 

niu, u,) ~ uZ{u,) = Lf(«„, u) ~ u,Z{u). (17) 

2) Fundamentalwerthe von 27(ii, «„). Aus (16) folgt mit Rück- 
sicht auf die Fundamentalwerthe von Z{ii) (4) § 1 und die Verwand- 
lungsformeln der Function @(m) (12—14) § h 

n{u,K) = 0, n{u,K-i-iK')^i). (18) 

n{K,u,) = KZ(:it,), n{K+iK;u,) = (K+iK')Z(u,)-^'-^, (19) 

niiK',u,) = iK'Z(:u,) + ^5- + i-i^. (20) 

3) Die hailjen Periodieitütsmodaln von U(^u, u^) sind 
imdi (19) 

KZ(u,) und iA:'Z(«.) + -^"J. (21) 

Hieraus kann man leicht die periodischen Eigenschaften von /7(«, it^ 
ableiten. 

4) Additionsformel von II(it,ti:g). Aus (Iß) folgt unmittelbar 
(Jacobi, "W. I, S. 207) 

Der rechten Seite kann man noch verschiedene Formen geben, ti, A. 
die Form 

5) Darstellung yon77(«,%) durch trigonometrische Reihen, 
Indem man in (16) die Thetafuuctionen nach Gl. (3) § h durch 

unendliche Producte ersetzt nnd die Logarithmen der einzelnen Factoren 
entwickelt, erhält man (ra = 1, 2, ■ ■ oo) (Jacobi, W. I, S. 197) 

J7(,., «.) _ .Z(«„) - 2 2^1-^7;=') ™' T »°T ■ (23) 
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Äbsclmitt D. 
Zusätze zum vierten Abschnitt. 

§ n. Beduction des Transformatäonsproblems. 
[Zusätze zum vierten Absohuitt g 15.] 

Wir geben noch einige Änsföhrungen zur Keduction des 
Transformationsproblems (IV § 15 Gl. (5), (6) und (7)): 

(1) l'.^,^Mf^i=^u. 



Die Möglichkeit einer algebraischen Transformation odor dio 
Existenz einer algebraischen Gleiqhung zwischen den beiden An- 
gehörigen doppelt periodischen Functionen 
(la) X = f{ii, x^, )£g) und | = ^{%t, X^, l^) 

war an die Bedingungen geknüpft 

(2) )-;«[== ffllj -(- 7>;iä, sx^ = cX^-\- äX^, ad—hc^n, 

wo a, b, c, d, n ganze Zahlen sind. Die Gleichungen (2) zwischen 
den Perioden vorausgesetzt, besteht zwischen den Functionen (1) eine 
algebraische Gleichung G(x,^) = 0, in x vom Grade n, in g vom 
Grade rs. Nun galt der Satz: 

Die algebraische Transformation lässt sich zurückführen auf 
rationale Transformationen, ä. h. auf den Fall, in dem eine der 
beiden Functionen sieh rational durch die andere ausdrückt. 

Man kann dies auch so zeigen. Bildet man eine dritte Func- 
tion i = i^(M, jt|, fij) mit den Perioden fi^ = j"Kj, ftj=sxj, so hat man 
zwischen x und i eine Gleichung von der Form x = It(i), wo R(t) 
eine rationale Function in t vom Grade rs ist. Zwischen den Perioden 
(A^ , Xg) der Function | und den Perioden (jtj , (t,^) der Function t be- 
steben jetzt nach (2) die Relationen 

(3) (*! = aX^ -f- bX^ I l^s = c^j -j- dX^ , ad — bC'=^ n. 

Daher hat man zwischen | und i eine Gleichung von der Form 
I == P(i), wo P(t) eine rationale Function in t vom Grade n ist. 
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Kann man die beiden Gleichungen x ^= It{t) und ^ = P(t) bilden, so 
fahrt die Elimination von i auf die frühere Gleichnng G(x, |) = 0. 
Man siebt daraus, dass dies keine allgemeine Gleichung zwischen x 
und ^ von don oben angegebenen Gradzahlen ist, sondern eine Glei- 
chung von der speeiellen Beschaffenheit, dass sich x und | als rationale 
Functionen desselben Parameters t darstellen. 

Man nennt die vier ganzen Zahlen «, h, c, d in (3) die Coef- 
ficienten, ihre Determinante n den Grad der rationalen Trans- 
formation zwischen | und t\ ist w = 1, so heisst die Transformation 
oiuG lineare. 

Es ist wichtig zu zeigen, dass der Grad n stets eine posi- 
tive ganze Zahl ist. 

Denn die Perioden (A^, A^) von | und die Perioden (fi^, (i^) von t 
sind die Periodicitätsmoduln je eines Integrals erster Gattung. Zerlegt 
man diese Moduln in ihre reellen und imaginären Theile, indem man 
''■1=' V~f"*V) ^2 = Ag'-l-^Vsötzt, so müssen die Werthe Aj'Aj"— Ag'A/' 
und (ti'(*s" ~~ FaVi" gleichzeitig positiv sein (nach C § g (1)). Aus (3) 
aber erhält man 

(*l'pä" — ihl'f'l"^^ (P'^ — '"^) (W — W')' W 

folglich ist ad — l>c = n positiv. 

Die Gleichung (4) hat eine einfache geometrische Bedeutung. Da 
nämlich der Inhalt des Parallelogramms, gebildet ans den Punkten 0, 
Aj = Aj' -t- a/', Aa = A/ + tAa", A^ + A^ = (A^' + A^') + i(A/' + A^") 
gleich A,'^" — A^'A^" ist, so hat man den Satz: 

Das Periodenparallelogramm (jtiifta) der Function t ist 3^mal so 
gross wie das Periodenparallelogramm (Aj , A^) der Function |. 

Man kann nun die rationale Transformation noch weiter verein- 
fachen; zunäclmt gilt der Satz; 

Zwei rationale Transformationen von den Graden ii und 
% setzen sich zusammen zu einer rationalen Transformation 
vom Grade n^ = w«,. 

Umgekehrt, eine rationale Transformation vom Grade 
«2 = «»!^ lässt sich stets in zwei rationale Transformationen 
von den Graden n und «, zerlegen. 

So lässt sich z. B. eine rationale Transformation von paarem 
Grade zerlegen in Transformationen vom Grade 2 und solche von un- 
paarem Grade. 

Es ist zu zeigen, dass man eine rationale Transformation vom 
Grade w^ = m«^ erhält, weun man zwei rationale Transformationen von 
den Graden n und n, nach einander ausführt. Dies ist nach dem 
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Obigen algebraisch leicht einzusehen. Man kann indess anch lediglich 
mit den Defcerminanten der Transfoi-mationscoefficienten, den „Trans- 
formationsdeterminanten", operiren. Es sei 

(5) 1'^ '= (X|^j + ^1.1^2, V^ = '^Lf'l + f^^lfs f^l^ ^l^i = "l 

nnd es folge durch Znsammensetzung Yon (3) und (5) 

(6) v^ = a^Xi -\- \ls, Vä = CgA^ -f- ä^X^, a^d^ — \c.^ = n^ . 
Trägt man die Werthe (3) und (6) in (5) ein, so erhält man die 
Relationen 

(7) «ä=^ «% + (^^ii öä^&«i + (f6;|, c^ = ac^-{- cd^, d^^hCj^~{- dd^. 
Setzt man 

I c d I ' ' K, i^ I ' ■^ I Cä cij I ' 

so kann man sagen: Die Elemente der zusammengesetzten Determinante 
^.j werden erhalten, indem man die Verticalreihen von z/ mit den 
Horizontalreihen von ^j multiplicirt. Man kann diesen Process knra 
durch die Gleichung J^ = JJi andeuten (wobei JJ^^ im Allgemeinen 
von ^^^ verschieden ist). Diese Gleichung ist aber nichts anderes 
als Mg = «%, 

Man kann auch die in IV § 15 angegebene Redoction der 
algebraischen Transformation auf rationale Transformationen leicht an 
den zugehörigen Transformationsdeterminanten verfolgen. 
Nennt man den Uebergang von Xy,K^ zu X, ^--, ^^ = 3(3 die erste 
Haupfctransformation (Division der ersten Periode), den Uebergang 
von KijXj zu A^^x^, ij = — die zweite Haupttransformation 
(Division der zweiten Periode) Ji'^" Grades, so kann man das in IV 
§ 15 gefundene Resultat auch so aussprechen: 

Eine allgemeine rationale Transformation w"" Grades von 
der Form (3) lässt sieh durch Zusammensetzung mit linearen 
Transformationen (von der Determinante + 1) zurückführen 
auf die beiden Haupttransformationen st""' Grades. 

Da nach der obigen Regel über die Zusammensetzung der Traus- 
formationsdetermiuanten die Beziehung besteht 

l.o!_|o-i1 |10] 1 ü 11 
^■' io 1; ^ |i I ]o 7ii !-i ol' 

so bat man den Zusatz: 

Die eine Haupttransformation ji'-™ Grades lässt sich mitteis 
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linearer Tranaformatioiieii auf die andere Haiiptfcraiisforma- 
tioß w*™ Grades zurückführen. 

Wir gehen noch etwas naher auf die lineare Transformation^) 
ein. Setzt man 

l, = a-^, + ß^„ l,=^rK, + äx,, z/ = j"^| = + l, (10) 

so gibt die Auflösung dieser Gleichungen nach x^^, x.^ 

\ S —Öl 
)(i = öAi — |3>ls, i(a = — //li + ffAs, J-^=\_ ^'^, = + 1. (11) 

Man nennt (11) die inTerse Transformation von (10) und die 
Determinante z/"^ die Inverse von z/. Es gilt mm der Satz: 

Die allgemeine lineare Transformation von der Deter- 
minante z/ = + l lässt sich aus gewissen fiindamentalen Trans- 
formationen 8i, Sjj ■ ■, S,„ zusammensetzen. 

Diese fundamentalen Transformationen S sollen dadurch definirt 
sein, dass sowohl in den S wie in den inversen Transformationen S^^ 
die Coefficienten nur aus den Elementen und + 3 bestehen. Es ist 
nachzuweisen, dass 

J = SiSi--Sr„ oder z^S^T^STii ■ ■ ST'-Sf' = 1, 

so d^s die Aufgabe darauf hinauskommt, die gegebene Transformation 
^ durch Zusammensetzung mit fundamentalen Transformationen der 
angegebenen Art auf die Identität 1 zurückzuführen. Hierzu genfigt 
es, mit den folgenden zwei fundamentalen Transformationen 

; 1 Ol I 11 

S=|^ J und T=l__^ I (12) 

zu operiren. Aus {V2) erhält man, wenn Ü^T~^8T gesetzt wird, nach 
der oben gegebenen Regel die weiteren linearen Transformationen 

li— il !ii| 'JO! I — 1(]| 

Man kann also auch folgende drei aus (12) sieh ergebenden linearen 
Transformationen anwenden 



1) Die lineare Transformation führt das PeriodenparaUelogramm (k, , «5) der 
«.-Ebene in eia anderes (1^ , 3^) von gleicher Grösse über. Dem entspricht in der 
augehörigen zweiblättrigen Fläche eine Verlegung der Querschnitte a und h, die 
sich leicht verfolgen lässt. 
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Ist nun z/ = KÖ — 13)' = -|-1 eine beliebige lineare TmiiBformatioii, 
erhält man 



r,z/ = i 






d li man kinn in _/ die zweite Vertiealreibc zur ersten ad<Iire!i oder 

\ n ibi subti kirnen 
und man kann m J die eiste Veiticalreibe zur zweiten addiren oder 

Yon ibi subti ihnen 

Durch abwechselnde Anwendung von T^ und T^ auf z/ kanu man 
offenbar die an Stelle von ß tretende Zahl = machen; man erhält 

so aus J die Determinante ^j = M . L in der fo^lich «i ^ ^i = + ^ 
sein muas. Durch abermalige wiederholte Anwendung von T^ auf ^j 
wird auch die an Stelle von j/j tretende Zahl == 0; man erhält so aus 

1 + 1 Ol 

z/j die Determinante J^^\ 4. i ■ Gelten die oberen Zeichen, so 
ist dies bereits die Identität 1; gelten die Tinterou Zeichen, so hat man 
noch einmal die Transformation T^ auf z/^ anzuwenden, um die Iden- 
tität 1 zu erhalten (q. e. d.). 

TJeberblickt man die Reductionen, die sieh mit dem Tranafor- 
mationsproblem der elliptischen Functionen vornehmen lassen, so zeigt 
sich, dass man zuerst die algebraische Transformation auf die ratio- 
nale Transformation zurückführen kann, daas man weiter die rationale 
Transformation von beliebigem Grade in solche vom Grade 2 und 
von unpaarem Grade zerlegen kann, dass man ferner mittels linearer 
Transformation jede rationale Transformation vom Grade n auf eine 
der beiden Haupttransformationen vom Grade n reduciren kann, 
dass man endlich jede lineare Transformation aus zwei fundamen- 
talen linearen Transformationen zusammensetzen kann. Die analy- 
tische Lösung des Transformationsproblems erfordert demnach die 
Erledigung der beiden fundamentalen linearen Transformationen und 
die einer der Haupttransformationen vom Grade 2 und von unpaarem 
Grade. Die letzte Aufgabe ist von Riemann in IV § 16 behandelt. 
Wir geben daher nach demselben Verfahren zur Ergänzung im folgen- 
den Paragraphen noch die Lösung der beiden ersten Aufgaben, 
die lineare Transformation und die Transformation zweiten 
Grades und am Schlüsse einen Zusatz zu der Transformation 
w*^" örades. 
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§p. Analyt.iaolif! Auafüliruiig ilev Ti'ansfovraiitioiieii ersten iiiiJ zweiten Grailes. 12Ö 

§ p. Analytische Ausführung der Transformationen ersten 

und zw^eiten Grades. 

[ZusiltKe Bum Tiertcn Abschnitt § IG.] 

Wir geben zaerst (vgl. §n) die analytische Äusfülirung der linearen 
Transformation der elliptischen Functionen. Die Aufgabe be- 
steht nach IV § 15 (5) oder IV § 16 (1) darin, durch eine bilineare 
Gleichung zwischen x und l, die Transformation zu bewirken 

/_^___i,i-/'_^._ = „. (1) 

Die Umkehmngsfunctioiien x und | sind doppelt periodische Func- 
tionen von u bez. mit den Perioden (mi, %) imd (A^, A^). Damit x und | 
bilinear verbunden sind, ist nothwendig und hinreichend (vgl. § n 
Gl. (10)), dasa 

Aj = «K, -l-ZJxj, 4 = ?'Xi + Ä)(3, ^ = aö — /Jj' = + 1 (2) 
Wir benutzen die Gleichungen (2 — 6) in IV § 16. Definirt man K, 
iK', L, iL' durch die dortigen Integrale (2, 3), so ist 

x, = 2K, x, = 2iK', l^ = 2LM, l^^^^iL'M. (3) 

Die Umkehr ungsfunctionen x und | und ihre Periodieitätsgleichungen 
sind alsdann 

ic = sn^(M,/,-) =sn^(M-[-2^,fe) = sn^« + 2»-^', '0 j 
l = -^ S. ^) = sn^ (~ + 2X, a) = sn^ g + 2ii.; a)] ^^^ 
und die Fundamentalwerthe dieser Functionen sind nach II § 7 Fig. 10 
sn(0,fc)=0, an(£",fc) = l, sa{K'\'iK' ,1) = ^ , sn(iZ» = ooj 

1 ■ (^) 

sn(0,;l) = 0, sn(i,A) = l, m{L+iL',i)=^, sn(ii', A) = (x.] 

Nun wurde in § n gezeigt, dass sich die unendlich vielen linearen 
Transformationen ziu:ückfiihren laasen auf die beiden fundamentalen 
Transformationen 



Diese beiden Transformationen sollen analytisch durchgeführt 
werden. 

Erste fundamentale Transformation S. 
X bat die Perioden k, = 2K und % = 2iK' | 
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Daher ist ^-.x eine gerade Function von a mit den Perioden 2K und 
2iK', also rational darstellbar durch x, wobei die 0^ und oo^ Punkte 
von y^ und ^1 in der w-Ebene in Betracht kommen, welche (mod, 2K, 
2iK') verschieden sind. Diese Punkte sind in Tabelle yS (unten) ent- 
halten. Demnach ist 

I ; X gleich 0^ in ti = iJC und gleich oo^ in ti = K -{- HC; 
man hat also 

,.. m;=i _ c c, _j 

da für M = 0, a; = 0, I = 0: C'j = 1 wird. 

M und X bestimmen sich durch Einführung speeieller Werthe von 
u in (4) und (8), wobei die Werthe (3) und (5) zu berücksichtigen sind. 



^i-j-ii'; also 



Für 


" = 'i 


-A-wirf ;,_ 


2M ' 


= L; ; 


also X = 


Mglicli 












(9) 




M — --.: 
Y' 


- I;' ~ 


~~ k- ' 




Filv 


äK 


!-i-'-- = 2K+iK' 


wird 


M = 


2 


iE = oo; 


£-.'. 


und folglich 








(10) 


F 


i^-(^^l- 


1 


oder 


^-'^ 


Res 


;nUat: 











(11) S-rÜ' 

Zweite fundajnentüle Transformation T. 
ix hat die Perioden k^ ^= 2K und n,^ -^^ 2iK', 

^^^^ ll „ „ „ k^ = ^^ = '2.iK' „ ;i2 = — Mi = — 2r. 

Hier gilt die Tabelle T (unten), denauach wird |:s gleich 0^ 
in ;.( = iK' und gleich co^ in m == — K. Daher ist 

(13) ^ = jiL._j.i-., 

da für » = 0, it — 0, g — 0: C, — 1 wird. 

Zur Bestimmung von M luid X setze man erstens; 

« — !|- — iX', also j^ — -Jj — i; a:~«- ?— 1; 
folglicli 



(u) ^-dfelr.T 
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und zweitens 

_ ^1 + Ij 






T.bo 

Vi 


IIa S. 

n 


0' 








«. 


iJT 


K + iK' 



T 


«belle T. 


0' 








oo^ 


>K' 


— E 



Stellt man die Resultate zusammen und führt die Functionen (4) ein, 
so erhält man ab Gleichungen doi- linearen Transformationen 
S und T (Jaeobi, W. I, S. 126) 



"i*" 


' *] dl(.,i) ' 


siH« 


',*■) 


— 


„(.-, 


ifc cn(«,t) 
'fcV dn(w,fc)' 


cb(. 


»,r) 


- 


dn (i'a 


'f) <ln(«,*)' 


an(, 


0, f 


- 



1__ I 



(17) 



Dl 



diesen Gleichungen die Vorzeichen richtig sind, ergibt sich 
aus der Uebereinstimmung der Aufangsglieder, wenn man beide Seiten 
nacli Potenzen Ton u entwickelt mit Hülfe der Reihen B § e Gl. (4)). 

Die erste Hälfte der Gleichungen (17) verwandelt elliptische 
Functionen mit imaginärem Modul in solche mit reellem Modul, 
die zweite Hälfte Functionen mit JmaginUrem Argument in solche 
mit reellem Argument. 

Die Gleichungen (17) sind identisch mit den Gleichungen 
B § d (17) und (20), die früher auf anderem Wege abgeleitet wurden. 

Wir wenden uns zur analytischen Durchführung der Transfor- 
mation zweiten Grades. Die Aufgabe besteht darin, die Trans- 
formation (1) zu bewirken durch eine Gleichung zwischen x und |, 
die in | TOin ersten, in x TOm zweiten Grade ist. Mittels der linearen 
Transfonnation kommt diese Aufgabe auf die zwei Haupttransforma- 
tionen zweiten Grades zurück; wir geben kurz die analytische Dar- 
atelhmg derselben. 
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Erste Haupttranaformation aweiten Grades (Landen 1775) 
(Division der ersten Periode durch 2). 

X bat die Perioden 2K, 2iK'-, | die Perioden K, 2iK', 
Hier ist Yl : Yix, Ic) eine gerade Function Ton u mit den Perioden 
^K, 2iK', also rational darstellbar durch x (vgl. IV § 16 Gl. (9—11)). 
Die (mod 2K, 2iK) verschiedenen 0^ und co^ Punkte der Functionen 
y{x,k) und Yl sind enthalten in Tabelle 1 (unten). Nach derselben 
ist ]/| : y{Xf k) gleich 0^ in m = iX'; gleich oo^ in u= K -\- iK'. 
Daher hat raan 

■M]/| _ __p „_ __ _ ^> _ J ^ 

da für M = 0: Cj=l. Die Grössen M und X ergeben sich wieder 
durch Einführung specieller Wei'the von m, am einfachsten von Viertels- 
perioden. Mittels der Gleiehnngen B § f (/!) findet man für 

und damit 

und i'ür u = ^ -\- iE.': yi = 




Resultat: 
(18) VI- 
oder 
(18a) snL!,(l + ^), i_jrFj = diT^^ 

Da A < /c ist, so wird der Modul durch die Landen'sehe Transfoj'mation 
verkleinert. 

Zweite Haupttransformation zweiten Grades (Gauss 1818) 
(Division der zweiten Periode durch 2). 

X hat die Perioden 2K, 2iK'; g die Perioden 2K, iK'. 

Hier ist Y\ : yx eine gerade Function von u mit den Perioden 
2K, 2iK', also rational darstellbar in x. Die 0^ nnd co^ Punkte von 
Yx und Yi ^'"'i enthalten in Tabelle II (unten). Dabei' ist (mit 
Racksicht auf E § f (3)) 

MYi __ C_ ^ C, ^ _ ^ 
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Für u = K ist yl = i, ]/^ = 1 , also 



1+t 



HC 



Für » — Jf+^ ist Vi — Y' y^ 



i/i' 



, also 



yi- 







ytl (!+»). 


,. 



(19) 

(19») 





ys:*) 


Vi 


0» 


0,K,K+iK' 


0, E 


oo^ 


iE', iE', iE' 


iE', E + iE' 





T/S 


Vi 


0' 





0, iE' 


CO- 


iE' 


+ \iE', —i,iE' 



Wir geben endlicli an dieser Stelle noeh eine Ergänzung <ler 
Formel für die rationale Transformation n"" Grades (Erste 
Haupttransfonuation), die in IV § IG hergeleitet wurde. In ähnlicher 
Weise, wie die dortige Gleiehnng (14), erhillt man die drei coordi- 
nirten Darstellungen (m = 1, 2, ■ -, '-^^ (Jacobi, W. I, S. 102): 



EVI 









du/- 



i J 1 ~ ^ä Sil' 



' (K— fi,) 



(20) 



Es bleiben noch die Grösaen X und Jf als B'unetionen von h 
KU bestimmen. Hiei'zu setze man in der dritten Gleichung u = K, 
in der ersten Gleichung m = Z" und u = K-\- HC und beachte, daas 
(■wenn zur Abkürzung ■ - ■■- = v gesetzt wird): 

»ieniaun's VoriesRn. Uli. r>l1ipl. Änct. ü 
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in(K,li) = li', m(K,li)=-l, an(K + iK',l) = y, 



/E+iE' ,\ r 2K , K , HC ,-\ , ,,,, (E , iE' ,\ {^If 

Man erhält nun, wenn man die Vei-waiidlungafoi'meln B § f (2) be- 
nutzt, ei^tens 

dn (K, l7) ~ )7 ~^ 11 ~ i — k^"sa.^'ii, ^ H du' fl, 



(21) 
zweitens 



YjAnui,=^;r- 






(22) -M /Zsu^ ü, dn= ß^ = {— l)'' JTcn^ ß^ ; 
drittens 

atx+iic.t) ^ ' i 11 i-m"a, >■ ' lli 

oder 

(23) Jlf nun' fl, on= ß, — (— l)'At- JIdn' fl,. 
Aus (21), (22), (23) Mgi (JacoM, W. I, S. 102) 

J7d.,''ß._i/^, JK _(-i)Vjj_ 

womit A, A' und Jf durch h daraGstellt sind. 
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§ q. Analytisclie Ausführung der ganzzahligen Multiplication 
der elliptisclieu Functioneu. 

[ZusIU^e zum vierten Absolmitt. ^ IT.] 

Die in IV § 17 kurz erwäLnte ganazahlige Multiplication 
der elliptisclieii Functionen soll hier etwas naher erörtert werden. 
Sie besteht in der Aufgabe, die Function 

3 = sn^(nM, /;) mit den Porioiäen — , — — (1) 

rational darzustellen durch die Function 

X = sn^(M, h) mit den Perioden 2K, 2iK'. (2) 

Man sieht sogleich, dass diese Aufgabe in enger Beziehung steht zu 
den Hanpttransformationen w*"" Grades^ es gilt der Satz: 

Die ganzzahligo Multiplication der elliptischen Func- 
tionen mit der Zahl n wird erhalten, indem man die beiden 
Haupttransformationen n'"" Grades nach einander ausführt. 

Der Beweis ergibt sich aus den Gleichungen IV § 16 (1 — 7), 
Geht nämlich die Function (2) durch die erste Haupttransformation 
über in die Function 

y = sn^ (^a) ™it <len Perioden 2LM^, 2iL'M^, (3) 

und diese durch die zweite Haupttransformation in die Function 

,!i) mit den Perioden 2MM,, 2iM'M^, (4) 

K=nM,L; K' = M^L- und L = 3I^M; V = nM.,M'. (5) 
Ist nun der Modul jt = Ic, so ist auch M = K, M' = K' und 
es folgt aus (5): witf^Jl/j = 1; daher ist die Function (4) identisch 
mit (1) (q. e. d,). 

Da y (3) eine rationale Function in x vom Grado n und s (4) 
eine rationale Function in y vom Grade n ist, so drückt sich s (1) als 
rationale Function in x vom Grade «^ aus. 

Die analytische Darstellung der ganzzahligen Multipli- 
cation gewinnt man schneller als durch zwei auf einander folgende 
Hauptiransformationen direct durch das in IV § 16 angewandte geo- 
metiisehe Verfahren. Wir können uns kurz fassen. Wie a. a. 0. zeigt 
man, dass 

ns gerade Functionen von m sind und zweitens die Perioden 
md 2''/f besitzen, daas sie sich also rational durch x allein dar- 
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stellen lassen. Femer hab man für die 0^ und oo' Punkte der Func- 
tionen Y^> Y^ "'1'^ ^^'^^ Cofunctioneu dieselbe Tabelle wie IV § 16 (12) 
mit dem Unterschied, dass an Stelle von £1^ die Grösse tiitt 

(7) a = '"^^+J'''^'"-^"' , wo ^w,m'=0, + l, + 2, ■■,+^- 

Hiernach erhält man für die erste der Functionen (6) die Darstellung 

J^ _ sn {n_u)_ _ p ft su^t-sn ^ a _ , "rf l -m^n:m'Sl 
nyx nan{u) 1 i sa^u — Bu^iK' + Ü) ^U i i-Fsn'wsn^ß' 

wo das Product ausKudelinen ist über alle Wertbe m=0, 1, - -, —^ — ; 
)m' = 0, + 1, ■ -, + — r — mit der Besehranlcnng, dass für m = nur 
die positiven Wcrthe 1, 2, ■ -, von m' zu nehmen sind. Die Con- 

stante 0^ ist ^1, wie die Substitution w == zeigt. 

In ähnlicher Weise ergeben sich die Formeln für die zwei anderen 
Functionen (6). Man erhält so die drei Gleichungen (Jacobi, W. I, 
S. 121): 

Usn{uj 11 1 — fcäenSwsii'ß' 






n(K) 

I dn(«M) _ 7~T'l— fc'Bn^MSn'(.g— K) 

ldn(M)"~iJ' 1— S'sn'MBuäfl ' 
wo die Producte über m, m' in der angegebenen Weise auszudehnen sind. 
Man erhält aus (8) weitere Formeln, indem maai k besondere 
Werthe gibt. Wir setzen in der dritten Gleichung u^ K und in der 
ersten Gleichung w = -K* und u = K-\-iK'. Berücliaichtigt man, dass 
bei ungeradem n nach den Periodicitätsgleichungen B § o (6) und den 
Verwandlungsformeln B § f (2) 
dn(7r) ^k', sn(Z) =1, än(K-\-iK') =A^ 

dn (niq = l', sn (nK) = (—1)"^ , sn [n{K + iE')] = (— 1)"^'- -^ 

und sn^ ( Jf — fl) = cn^ ß : dn^ jß ist, ferner dass die Zahl der Factoren 
in den Zählern und Nennern der Producte = ^ (l^^ — 1) ist, so erlnilt 
man die Gleichungen (Jacobi, W. I, S. 121) 

iJJdn'^ß =(fe')"'--i, J7sn^ß = (— l)""^«^^ 

ra J7cn^ ß = (—1)""^- Jlsn^ ß dn^ ß, Jlcn^ß^ (|^) ^ 

)i J7dn^ ß = {-ly^Jc"'-^ JJsn^ß cn'iß, i7dn2ß=(it')^~. 
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Wir fügen noet folgende Bemerkungen hinzu. Die drei l''iinc- 
bionen (0) oder (8) sind von der Form 

wobei j1, A^, A^, ä^, ganze rationale Functionen vom Grfide — ^— 
in X sind. Man zeigt durch Reeursionsformeln, indem man von n anf 
2n ßbergeht, dass Ä, A^, A^, A^ auch ganze rationale Functionen in 
h^ sind, und dasa die Zahlencoefficienten ganze Zahlen sind. 

Für den Fall, dass n gerade ist, gelten ähnliche DarsteUungen wio 
(8), die wir nicht ausführen, weil man diesen Fall durch Anwendung 
der Maltjplication mit 2, die sich leicht aus dem Additionstheorem der 
elliptischen Functionen ergibt, aus dem ersten Fall ableiten kann. Wir 
L nur, man erhält Ausdrücke von der Form 

VI s^ i/nr^ ~ ^^-M 1/ 1 „ 7.^^ _ ^w 



vporin B, B^, B^ vom Grade ~ in x, d^egen B^ vom Gi-ade — - — 
in X ist. Auch hier sind die Coefücienten rationale Functionen von h^ 
mit ganzzahligen Coefficienten. 
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Abschnitt E. 
Diö Theorie von Weierstrass. 

§ r. Einführung der Weierstrass'scJacn Functionen ^JU, f ) öU. 

Es sollen noch kurz die wiehtigsteyi Functionen besprochen 
werden, die Weierstrass in die Theorie der elliptischen Func- 
tionen eingeführt hat; es sind dies die Functionen ^{li), £(u), «(u), 
welche etwa an Stelle der Jacobi'schen Functionen an (w), Z^{ii), ©^(w) 
treten. Wir leiten zunächst die Hanpteigenachaften der drei Func- 
tionen ^u, £u, an auf einem Wege ab, der dem bisherigen genau ent- 
spricht^), wobei auch die Analogie zwischen den Weierstrass'schen und 
den Jacobi'echen Formeln deutlich hervortritt. 

Die der Theorie von Weierstrass 7.u Grunde liegende Normal- 
form lautet 

(1) ,' - 9(1) - 41' - i,,| - ft _ 4 . 6 - «. ■ I - <!, ■ I - %, 
WO g^ , i/3 beliebig reelle oder complexe Grössen sind und 

(2) <!. + », + «,- 

ist. Zn (1) gehört das Integral erster Gattung 

(3) - /'-i - u. 

Die erste Weierstrass'scho Function ist die Umkebrungs- 
function 

(4) I - fOO. 

Es besteht nach (1) und (3) für pn die Differentialgleichung 
(W.-S., S. 12) 

(5) ((,'i'iiY = 4^i»^u — -7 {ni — <i = 4 ■ pn — c ■ <(>ü — a.^ ■ yu -— e^ 

) D f dam t 1 B l t g 1 F n t («U tritt noch mehi' 

h w mmtW t hiDtllgn iiircli doppelt unend- 

1 h P d t md S unm h d d g n Tli rie der elliptischen 

P n ti n h 1 tet Vgl W t hw P m 1 mcl LehrsMzo zum. 

Grebahd Upth 1 t 1885 (C t W S ) 
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135 



mit der Nebenbedingung ^u 

p"(ii) — ejj'ii - 

In der Umgebung yod u 



■ oo für u = 0. Ans (ö) folgt 

„ S3"'(«) - 12|)lt • f>'«. (6) 

gilt die Bnlwickelung (VY.-S, S. 10) 

^, = „-. + + |u> + -| «' + ... (7) 

Die Eigenschaften der Funebion | = ij3il ergeben sich nun nach 
den Methoden von Ähschnittll (ge- 
nau wie früher die Eigenschaften 
der Function x = sn^ u). Man eon- 
struii-e die Verzweigungsfläche der 
zweiwerthigenFimctionij(l), wähle "^ *^ .~~". 

die Verzweigungslinien (e^ — e^ und 

e^ — ad) und lege die Querachuitte a, b wie in Fig. 22.-') Beaeichnefc 
man die Periodieitätsmoduln des Integrals (3) an a und 1) mit 
2a)j und 20)3 und setzt 

«,_», + o,,') (8) 

SO findet man wie in I § 5 



o)j = / rfii = / dix, 03.^== 1 du ^ / 



(hl 



(!)) 



/ (/u = ojj I da= 10^, ( . 



(?U = 



(10) 



wo die oberen und unteren Grenzen sich auf | beziehen. 

Hieraus folgt (vgl. I § 8): pn und p'n sind doppelt perio- 
diaehe Functionen von u mit den Perioden 2a^ und 203; man hat 
die Periodicitätsgleichnngen: 

f>{«)-p(a + 2».) = p(u + 2B,)-j7(» + 2»,)l 

*>'(") — PX" + 2»,) — p'(n + 2«s,) — p'(ii + 2«),) I 

und die Pundamentalwerthe (W.-3, S. 11 und 12) 

pO-»>, f,a„=.,„ (i~ 1,2,3)1 

(ß'O = oo^, p'toi ^0 ( „ .) )l 

Ferner ist ^U eine gerade, ^'u eine ungerade Function von ii 

oder es ist 

1) rigur 22 beEieiit ''icli auf den emfachsten Fall m lern, e, , e^ , e, reell 
Bind und e^ -<.!,-< e, < oo Tjigenommpn ist Man 1 aim in die&em Falle, ebeneo 
wie in der Ja«olii scten Tb.eoiie inch leicht Tabellen und Figuren entwerfen, 
■welche die Kealitätsveiliiltni'ae der Functionen p u pn Jii uii klar legen. 

2) W.-S. (8. 24) hat die Bezeiohungen o, = »o, mj == m 01='»'. 



(11) 



(12) 
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Die zweite Weierstrass'aclie Function, die Zetiifiinction 
tiv), ht defiuirt durch die Gleichung (W.-S., S. 10) 

mit der Nebenbedingung 

(14a) Um(gii — U--i)=0. 

Daher ist die Function £u eine ungerade Function von il oder 

(16) «-tt)_-g(«); 

ferner gilt nach (7) in der Umgebung ¥on u ^ die Entiyicke- 

long (W.-S., S. 10) 

(16) 5«-»-' + 0--|n»-5|;U'-... 

Wie bei Jacoiji ^W), so 'st l^i^r nach (14) die Function §(u) ein 
elliptisches Integral aweiter Grattung mit dem algebraischen TJn- 
stetigkeitepunkte § = 00, u = 0; sie ändert sich daher nur um Con- 
stanten 2t^j oder 2% (die Periodicitätsmoduln des Integrals §u), 
wenn U um 2e»j oder 2(0g wächst. Man hat daher die Werthe 



(17) 






Setzt man noch 

so erhält man für ^(ü) die Periodicitatsgleichungen (W.-S., S. 9) 

(19) S(il + 2«) - S(n) + 2„ (i~l,2,3). 

Setzt mau in (19) benr. w = ^ w^, — w^, — a^ und berücksichtigt, 
dass t(n) eine ungerade Function ist, so erhält man die Fundamental- 
werthe (W.-S-, S. 9) 

(20) e(0) = oo', g(ü,,.) = 7f,. (i = l,2,3). 

Zwischen den Periodicitätsmodidn des Integrals erster Gattung (3) und 
zweiter Gattimg (14) besteht die Relation 

(20a) %»3 — -»Ja»! = y; 

die der Legendre'schen Rektion entepricht. (Beweis s. § t GL (22).) 
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§ r. Einfiüining der Wcicrstrasa' sehen Functlünen pn, Jii, ßit, liJT 

Die dritte Weierstraas'sche Function, die Sigmafuucfcioii 
e(u), ist definirt dm-eh die Gleichung') (W.-S., S. 9) 

mit dor Nebenbedingung e'(0) = 1. Daher ist ß{u) eine ungerade 
Function von u oder 

,(_.„) = -«(u) (22) 

und es gilt nach (16) die Entwickelung (W.-S., S. 6) 

•«-•'.+ ö - 4»' "is "'-■•■ (23) 

Aus (19) folgt ö(u + 2o);[) = C-e^''i''ff(u); die Constanto bestimmt 
sich durch die Substitution U = — m^, also aus der Gleichung (7- e~^ '''""' 
= — 1. Da Entsprechendes für lo^ und Mg gilt, so erhält mau für 
6(u) die Periodicitätsgleichungen (W.-S., S. 22) 

6(n -f 2«),) = ~ e^ ''("+'"''> 0(ü). (24) 

§ s. Analytische Darstellungen, durch ö(u). Additionstheo reme. 
Ver w^andlungsf o r mGln. 

Wir verwenden nun iia«h Analogie mit Abschnitt C § k die 
Function 6(il) zu analytischen Darstellungen von doppelt perio- 
dischen Functionen. Bitte rationale Function P(|, ij) der beiden 
durch die Gleichung (1) § r verbundenen Variabein |, tj ist stets auch 
eine doppelt periodische Function $(il) von u mit den Perioden 2ca^ 
und 2m^ und umgekehrt. Man. kann nun eine solche Function dar- 
stellen entweder aus ihren 0^ und oo^ Punkten oder aus ihren cxi^ 
Punkten und den zugehörigen Residuen. Wir betrachten nur die 
erste Aufgabe. Ist ®(lt) von der m'™ Ordnung und sind itt, ■ ■, ü,„ 
ihre 0^ Punkte, ui, ■ ■, Um ihre oo^ Punkte, so muss zunächst nach 
I § 1 Gl, (9) zwischen diesen 2m Punkten die Relation bestehen 
^, U; TEB^^ Ui'(uiod, 20^,2(1)3). MankanndieLageder2?B(mod.2(o^,2wa) 

incongnienten Punkte in der il-Ebene immer so wählen, dass diese Con- 
gruenz in eine Gleichung übergeht, dass also 

ist. Unter dieser Voraussetzung ergibt sich für P(|,Tj) = ^(it) die 
analytische Darstellung durch die Function (s(u) (W.-S., S. 15) 

1) Vgl. die analogR Jacobi'sclie DefinitioQ von 0[ii) flurcli Ziu) S. 112 
Anmerkg. 
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(2, m^) = *(«)-c.;|^;,^^|, 

wie ans den Periodieitätsgleichui^en § r (24) folgt und aus dorn Um- 
stand, daes 6 (u — U;) == 0^ für U == ;i,- ist, C ist eine von u mv,ih- 
hängige Constante. 

Wir wenden dies auf #(u)^^U — J3% an; da diese Function 
= 00^ für u = und = 0> für u = + % und u = ^ Uj , so ist die 
Gtleichung (1) erfüllt und man hat die wichtige Formel (W.-S., S. 13) 

{■^^ .-,„ ^« - P «±±Iihi^^<) "(" + ".) "i^-".) 

iP) S^ " — F»! — "^ ^^ ~ ö^rä'ai ' 

wenn man C durch Vertausehung von U mit «^ bestimmt. Aehnlich 

erhält man 

(4) p-.-^2 -"— '"» + -''''^ ^.- 

*■ -^ J (l(i),5(i)j(F<i),IT°(U) 

Setzt man in (3) Ui = ojj, so erhält mau 

Dies gibb Aiilass zui- Einfülirung von drei weiteren Functionen 
«,(u) neben »(u), nämlich (W.-S., S. 21) 

(6) "■('')- '"'ll',' --'- '" 1';'^"'' ('-1.2,3). 

Die Functionen 6i(u) sind gerade Functionen von U; für sie 
gelten ähnliche Entwickelungen und Feriodiciiätsgleiehungen 
wie für 6(u). Durch Einführung der Functionen (6) ergeben sich 
aiis (5) und (4) die einfachen Darstellungen (W.-S., S. 21 und 22) 

(7) ypu^7, = ^, ^3'u__2?;£g5d^ 

Aus der ersten dieser Gleichungen und (6) erhält man (i, /; = 1 , 2, 3) 
■ (W.-S., S. 24) 

(B) 1^^^-^ = «-"-^^ 

und dm-ch Corabination dieser Gleichungen die Fundamcntalwerthe 

Ox(&/t) der vier Sigmafunetionen z. B, (W.-S., S. 25) 

Wir leiten noch die Additionstheoreme für die drei Weier- 
strass'schen Functionen eil, gu, pu her. Geht man aus von der 
Identität 

{ü— U,) (t4 -- U,) -f ( t/— U^) (U, — C",) -1- (U- ly (üi - ?/0 = 
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und setzt darin 

80 folgt nach (3) (W.-S., S. 47) 

«(» + «i) •(« — «i) «(«ä + %) »(«. - «j) I 

+ .(it+n,)«(u-i.,)»{u, + u,)«(«,-ii,) (10) 

+ «(« + ii.)»(u - ii,)«(il, + »,)o(u, ~ u.,) - o) 

d. i. eine Gleichung zwischen drei Producten von je vier Sigmafiinc- 
tionen mit vier beliebigen Argumenten «, Uj, V^, Uj. Die Gleichung 
(10) stellt das allgemeine Additionatheorem der Sigmafunction 
dar; aus ihm erhält man durch Specialisirung von U, U^, iia, iig wei- 
tere wichtige Formeln. Äehnliche Additionstheoreme gelten für die 
drei Functionen fl;(u). 

Differenzirt man (3) nach ii und %, so erhält man 

!;{« + ».) + S(«-«,)-25u_^-l^, 
«« + „.)-S(«-«.)-25„,^-,-^ii^ 

und Moran» (W.-S., S. 13) 

S(« + «.)-?« + Sa, + ie|^;i- (11) 

Diese Gleichung, durch welche sieh 5(il + i'i) rational in £u, ^u^, p\x, 
^Uj, p'ü, p'n^^ darstellt, heisst das Additionstheorem der Func- 
tion £(u). 

Differenzirt man (11) abennals nach U und U^, so folgt 

und hieraus, wegen jj/'e — ^X = 6(p*u — ^%^) § r (6) (W.-S., S. 14) 

p(«+»,)+»'»+*">.-T(i;s?;f)"- ('■•*) 

Diese Gleichung, welche ^(u + Ui) rational durch pv., pu^, p'u, p'ü^ 
darstellt, heisst das Additionstheorem der Function pa. 

Aus den Additionstheoremen ergeben sieh die folgenden Yer- 
wandlungaformelu für pn, gu, 6U. Setzt man u.^w^, also 
^Uj = Gl, p'üi = 0, so folgt aus (12) (W.-S., S. 23) 
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Führt man diese Werthe in die Gleichmigeü (7) § s ein oder aber 
benutzt man die Beziehungen (7) zwischen x und | und die Darstellungen 
ni § 12 (17) der elliptischen Functionen, so erhält man die folgenden 
Darstellungen von ^11 durch die Jacobi'schen Thetafunctionen 
(W.-S., S.30): 



(28) 




8,(..) ''■ »,>)' 
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